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AVANT-PROPOS. 


Ce Cours d* Analyse infinitésimale, sous sa première forme (en 
un Volume autographe de xxviu-5ô4 pages), contenait l'exposé de 
Leçons que j'ai faites, à Lille, de i8;3 à 1886 , aux élèves du Génie 
civil de l'Institut industriel établi dans cette ville. Le but en étant 
essentiellement pratique, c'est-à-dire relatif aux objets et aux phé¬ 
nomènes de l'ordre réel qu'il s'agissait seulement d'apprendre a se 
représenter d'une manière géométrique précise, j'y avais réduit la 
part des formules abstraites à ce qui était nécessaire pour com¬ 
prendre et appliquer les méthodes générales, bien que jy eusse 
abordé toutes les parties usuelles des Calculs différentiel et intégra). 
Mais j’avais, par contre, fait la plus grande place aux démonstrations 
intuitives, où l'esprit, tout en se portant sur le détail qu'il doit fixer 
à chaque instant dans sa marche, conserve une certaine vue de l'en¬ 
semble du sujet étudié et de ses multiples rapports : ce qui le pré¬ 
serve des fausses abstractions, des hypothèses trop étroites, et assure 
à ses facultés un développement harmonique dans lequel la culture ma- 
thématique progresse sans porter atteinte au sentiment de la réalité. 

En devenant l’Ouvrage actuel, mes Leçons de l'Institut industriel 
du Nord se sont grandement complétées, sans changer de caractère ni 
presque de cadre. J'ai pensé qu'un Cours plus étendu, quoique aussi 
élémentaire, où seraient exposées dans le même esprit concret toutes 
les théories générales de l'Analyse qui se sont montrées jusqu'ici effec¬ 
tivement utiles aux physiciens et aux ingénieurs, répondrait à un vrai 
besoin : car, s'il a paru plus ou moins récemment parmi nous de sa¬ 
vants et beaux Traites de Calcul différentiel et intégral, aucun de 
leurs éminents auteurs ne s'est proposé de mettre cette science, ou 

plutôt la partie de cette science qui a reçu et reçoit tous les jours de 
B. — I. Partie élémentaire* ft 




y* àyàxt-phopôs : mi'onTANXè, £rat<qi-& ok l’axalysk (NPiifiTêsmALK ; 
applications physiques et industrielles, â la portée d'uii grandnombre 
dé praticiens ou d'expérimentateurs, trayant qu'une légère teinture 
des Mathématiques spéciales et encore peu d'habitude du calcul algé¬ 
brique, auxquels elle rendrait les plus grands services dans leurs 
études propres. 

On sait, en effet, par l'exemple de l'Astronomie et de toutes les 
branches un peu avancées de la Mécanique et de la Physique, que, si 
l'observation ou même l'expérimentation des phénomènes doit être à 
la base de ces études et contrôler leurs résultats, l'Analyse infinitési¬ 
male devient leur grand moyen de progrès, dés qu’elle y a eu prise 
par la découverte de quelque loi fondamentale simple, fût-elle seule¬ 
ment approchée, mais susceptible d’une expression algébrique ou 
géométrique* Et c'est justement l’unanime conviction de cette néces¬ 
sité d’adjoindre le haut calcul à l’expérience, pour faire sortir de leur 
empirisme primitif les Sciences de la nature et leur imprimer une 
forme précise, seule satisfaisante, qui a assuré aux Mathématiques leur 
grande place dans les Écoles techniques, dans les Facultés des Sciences 
et même dans la société. Or, contrairement à une opinion fort ré¬ 
pandue, les parties de l’Ànalvse fécondes en applications sont de beau¬ 
coup les plus faciles, comme m’autorise à l’affirmer une expérience per¬ 
sonnelle et, j’ose dire, très variée, d'un quart de siècle : elles n’exigent 

» 

ni une puissance d’abstraction comparable à celle que demandent 
d’autres branches, jusqu’ici purement curieuses, de la même science, 
ni surtout l’acquisition préalable de grandes connaissances en Mathé¬ 
matiques spéciales. Quelques mois de travail, au plus, suffiraient à 
tout bachelier ès sciences, pour se faire, des équations algébriques et 
de l’évaluation approchée de leurs racines réelles, des lignes et des 
surfaces des deux premiers degrés, l’idée juste, mais sommaire, qui 
lui permettrait d’aborder avec fruit le Calcul différentiel et intégral, 
et d’utiliser ainsi, dans ses études ultérieures comme ingénieur, phy¬ 
sicien, naturaliste, philosophe, etc., cet instrument de recherches 
et de mesure, d’une merveilleuse puissance, que nous devons à nos 
ancêtres scientifiques du xvn* siècle. 

J'ai fait le possible pour que mes lecteurs les plus novices, munis 
seulement des quelques connaissances dont je viens de parler, puissent 
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me suivre couramment dans le secours d'un maître; et, à cet effet, 
je suis entré dans tous les détails d’explication que comporte un Couin 
oral. L'étendue, qu'on trouvera peut-être excessive, des deux Volumes 
de cet Ouvrage, consacrés, P un, au Calcul différentiel, l'autre, a» 
Calcul intégral, ne doit donc pas effrayer, si, comme je l'espère, la 
lecture en est rendue plus facile, et l'on n'arrivera pas moins vite au but. 

Toutefois, comme il est, dans l'Analyse, des parties d’un caractère 
particulièrement élémentaire et d'une utilité plus générale, dont pour¬ 
ront se contenter les élèves des écoles industrielles et les personnes 
qui n'ont pas l'intention d'aller jusqu'aux grands problèmes de la 
Physique mathématique, j'ai réuni ces Parties, que l'on aura ainsi à 
part et sous une forme plus maniable, dans deux Fascicules spéciaux, 
un pour le Calcul différentiel, l'autre pour le Calcul intégral* Chacun 
de ces deux Fascicules, intitulé Partie élémentaire, constitue envi¬ 
ron la première moitié du Tome correspondant : il peut être étudié 
indépendamment de l'autre Partie, ou Fascicule 11, qui a pour titre 
Compléments et une pagination distincte marquée d'astérisques. Mais, 
comme cependant l'œuvre entière a son unité, elle ne comprend qu'une 
seule série de Leçons, et même de numéros ou articles, affectés d'as¬ 
térisques quand ils se rapportent aux Compléments, et ayant, même 
alors, leurs titres reproduits dans la Partie élémentaire, à la place 
qui leur convient ; de sorte que les Fascicules premiers, aux endroits 
oit l'ordre logique y amène les questions traitées dans les Complé¬ 
ments, portent l'indication de ces questions, avec renvoi aux pages 
des seconds Fascicules où elles se trouvent développées. La réunion, 
en un seul Volume, des deux Fascicules de chaque Tome, suffira 
donc pour rendre l'étude intégrale du Cours presque aussi aisée que 
sans cette division en Partie élémentaire et Compléments . 

Un Ouvrage de cette nature, où se trouvent condensés les résultats 
légués par un passé déjà ancien comprenant les noms les plus glo¬ 
rieux de la Science, ne laisse que peu de place aux recherches per¬ 
sonnelles de l'auteur* Cependant, si les géomètres veulent bien se 
donner la peine de parcourir celui-ci, ils y verront quelques parties 
originales, que j'ai cru pouvoir, quand elles entraient bien dans le 
sujet des Leçons, extraire de Mémoires publiés par moi à diverses 
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«iates et clans différents Recueils ( Comptes rendus de VAcadémie des 
SciencesMémoires de la Société des Sciences de Lille; Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, etc.)* Je me contenterai de citer : 
dans le Tome 1, la définition naturelle des paramètres différentiels 
îles fonctions de point, l’étude de risotropie des corps par des rota- 
lions infiniment petites d’axes coordonnés, la théorie des lignes d’in¬ 
fini rapprochement relatif entre courbes successives d’une même 
famille, avec celle des courbes asymptotes et des enveloppes asym¬ 
ptotes d’une telle famille, la formule des variations de la pente d’une 
surface le long d’une ligne de niveau et la propriété qui en résulte 
pour les lignes que j’ai appelées des déclivités maxima ou minima 
<le la surface, l’expression élémentaire des dilatations éprouvées par 
une petite partie d’une surface courbe extensible que l’on dé¬ 
forme; dans le Tome H, l’éclaircissement des notions d’aire plane 
et de volume, les potentiels tant logarithmiques que sphériques, à 
trois ou à quatre variables, et une certaine classe d’intégrales définies 


où figure sous le signe 



le produit de deux fonctions arbitraires, 


avec la manière d’arriver simplement, par l’emploi de ces diverses 
sortes d’expressions, aux intégrales naturelles des équations d’impor¬ 
tants problèmes de la Physique mathématique, enfin les propriétés 
de minimum dont jouit la courbe plane représentant le profil d’une 
onde liquide importante, dite onde solitaire. 

En terminant, je tiens à remercier M. Gauthier-Villars des soins 
qu’il a apportés à la perfection typographique de l’Ouvrage; elle est, 
pour tout dire en un mot, digne de la réputation de l’éminent éditeur* 
Que M. l’ingénieur en chef Flamant, professeur de Mécanique à l’École 
des Ponts et Chaussées et à l’École centrale des Arts et Manufactures, 
me permette aussi de le remercier de la peine qu’il a prise de m’y 
signaler, sur les épreuves qu’il a bien voulu parcourir, d’utiles chan¬ 
gements dans la rédaction. 
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Page 6 , ligne 6 , supprimer le mot : seules. 

Page *43, ligne 12 en remontant) au lieu de : n, lire ; /«. 

Page * 66 . Le numéro de la figure doit être i« non 0 . 

Page 171 , ligne 3, après L, intercaler ce membre de phrase ; 

« et si, d’ailleurs, l’étendue dans laquelle la fonction croit de part et d’autre du 
minimum, ou décroît de part et d’autre du maximum, ne se réduit, en aucun de 
ces cas, à un simple point, ou même n' pprochc pas indéfiniment de zéro ». 

Page 23s, dernière ligne, au heu de ; issue de ai, lire ; issue de M. 

Page 2 *, fin de la ligne 22 , ajouter , en note au bas de la page : 

* II va sans dire, d’après le raisonnement fait sur R* au haut de cette page, 
que la série u' 0 4 - u\ est supposée présenter un certain degré de con¬ 

vergence, aussi petit que l’on voudra, mais ne tendant vers zéro « l'approche 
d’aucune valeur considérée àtx. Nous excluons donc le cas singulier d’une lenteur 
de convergence qui, en certains des endroits dont il s’agit (fussent-ils infiniment 
restreints), dépasserait toute limite et ne permettrait pas de s’en tenir à un nombiv 
assignable de termes dans l’évaluation approximative de la série. » 

Page 46 *. Le numéro de la figure doit être 10 et non 4 . 

Page 184 *. Le numéro de la figure doit être a5 et non 29 . 

Page 21 ^*, à la fin du n* 168"’, ajouter en note au bas de la page; 

« 11 est bon de remarquer une simplification qui se produit quand on choisit la 
tangente MT pour axe des x. Alors, le cosinus x' atteignant en M son maximum 1 , 
le principe de Fermât y donner* -= o, et les deux autres cosinus y\ z\ nuis pour 
le point M, sont, pour le point M’, ceux d’angles presque droitsVOr, t'Oz qui 
ont leurs plans respectifs à peine différents de ceux des ccy et des xz, sur lesquel*, 
par suite, ces angles se projettent sensiblement eu vraie grandeur ( p. 108 * ) 
C’est évidemment dire que <1/ ou y ds et dz' ou sT ds représentent les deux 
angles respectifs de contingence des projections de l’?rc MM’ ou ds sur les plans 
des xy et des xz ; et, vu que chacune des mêmes projections de ds peut, sauf 
erreurs négligeables, être prise égale à dx = x'ds ou. par suite, à ds, les deux 
dérivées y , z sont, en résumé, les courbures de ces deux projections. Donc lu 

formule (3o) [p. 249 ], réduiteù dû =s \Jy* h- zf* ds, exprime alors que, si Von 
projette un élément d'arc ds sur deux plans rectangulaires se croisant sui- 
vant sa tangente, tes angles de contingence et les courbures de ses deux pro¬ 
jections auront pour sommes respectives de leurs carrés les carrés mêmes de 
son angle de contingence et de sa propre courbure. l)e plus, d’après les for¬ 
mules (sa) [p. 2 io*J, te rayon R de courbure fera , avec les plans des deux 
projections , des angles ayant leurs cosinus R y et R z m respectivement pro¬ 
portionnels aux courbures y * et z* de celles-ci . » 

Page 217 *. Accentuer, sur la figure, le second T, en remontant. 

Page 277*, ligne 9, à la fin, rétablir la lettre S, ou lire — o ; . 


KIUUTÀ. 


vX 

Page ligne «> ca remontent, aprt* €1». Dupin* ajouter, en note eut baedr. 
/« page : 

« Le géomètre français Üinct, de s<*n cété, a, vers la même époque que Ch. 
Dupin sinon un peu avant, découvert ce système triple orthogonal constitué par 
tes surfaces homofacaJes du second degré, et reconnu aussi que ces surfaces s’m 
icrsectent mutuellement suivant leurs lignes de courbure ( Journal de l'École 
Polytechnique, t. IX, mai »8i3, p. r >$: voir aussi, dans les Développements de 
Géométrie, par Clu Dupin « la note de la page 3o.j). .» 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

PARTIE ÉLÉMENTAIRE. 


PREMIÈRE LEÇON. 


DES QUANTITÉS CONTINUES ET DES FONCTIONS. 


t. — Quantités continues, positivas et négatives. 

On sait que la grandeur continue, ou ce qui fait que îles choses 
d'une même espèce diffèrent généralement en plus ou en moins les 
unes des autres, devient susceptible d'étre étudiée d’une manière 
exacte, et constitue le principal objet des Mathématiques, lorsqu'il 
est possible d’y discerner, au moins par h pensée, des parties égales 
d'une petitesse aussi grande qu'on le veii. L'exemple le plus simple 
qu’on en puisse donner est celui d'une ligue droite plus ou moins 
longue. Aussi représentons-nous volontiers les quantités , c'est-à-dire 
les choses où nous observons la grandeur avec ce degré de précision, 
par des droites ayant une extrémité fixe, l'autre, mobile, et pouvant 
offrir de la sorte, successivement, toutes les longueurs. 

Ainsi definie, la quantité est dite simple ou à une seule dimension 
(comme la droite qui l'exprime), ou encore réelle, par opposition à 
d'autres conceptions mathématiques plus compliquées, qualifiées de 
quantités imaginaires parce qu’on a été longtemps sans savoir se les 
représenter, mais qu'il convient plutôt d'appeler quantités com¬ 
plexes , vu qu'elles ont, outre la grandeur, un autre attribut, analogue 
B. — I. Partie élémentaire . t 



* OL : AN?lTB$ l'OSITIVÏvü Of XEO-ltfVK», 

à( cg carafôteftî dés figures géométriques, exprimé par Unir s angles, 
quoi* appelle h forme, et parce quelles peuvent, par suite, varier 
suivant plusieurs sens. Mai* les principaux progrès de la Science, 
jusqu à ce jour, ont été obtenus en réduisant, au contraire, toutes 
les choses susceptibles de changement, à des éléments assez, simples 
pour ne pouvoir plus varier que comme uue droite, c'est-à-dire en 
plus ou en moins, dans un sens ou dans le sens contraire. C'est ainsi 
que l'on tâche, en Géométrie, de ramener la connaissance des figures 
à celle de leurs dimensions linéaires, et qu'un des plus grands progrès 
qu’on y ait jamais faits a été de définir la situation de leurs divers 
points par quelque chose comme des dimensions, savoir, au moven 
des coordonnées de ces points par rapport à un système dates. Aussi 
nous en tiendrons-nous ici à ce point de vue et nintroduirouv-nous. 
en général, dans nos formules, que des quantités simples Ç ). 

Pour arriver à la notion complète de la quantité simple, il faut se 
représenter la droite qui exprime les grandeurs comme avant son ex¬ 
trémité fixe très loin de la région oii se trouve d’ordinaire l'extrémité 
mobile, et comme allant d’abord de l’extrémité fixe h un point connu 
de cette région, appelé l'origine, à partir duquel elle se prolonge en¬ 
suite jusqu'à tout autre point situé au delà, ou décroît jusqu’à tout 
autre point situé en deçà, cet autre point étant, dans les deux cas. 
1 extrémité mobile. Les diverses valeurs de la quantité considérée ne 
diffèrent les unes des autres que par ce prolongement ou ce décroisse¬ 
ment, qui suffisent par conséquent à les distinguer entre elles. Aussi 
convient-on de ne pas faire attention à la partie commune, comprise 
depuis l’extrémité fixe, qu’on se représente prise très loin et même « 
l infini, jusqu’à l'origine donnée : la connaissance directe qu’on est 
censé avoir de la situation de cette origine en lient lieu. Et chaque 
état de la grandeur en question se trouve ainsi défini par la longueur 
même qu'il faut ajouter ou retrancher, c’est-à-dire porter au delà 
ou en deçà de l’origine, pour atteindre la situation effective corres¬ 
pondante de l’extrémité mobile. Or les quantités sur lesquelles on 
raisonne d’ordinaire, et que l’on introduit dans les formules, sont jus¬ 
tement soit celles que représentent ces longueurs à ajouter ou à re¬ 
trancher, soit les parties de sens divers en lesquelles on peut avoir 
besoin de les décomposer. On s’explique donc que les signes -f- ou — 
s y incorporent, et qu’on les qualifie respectivement de positives ou de 
négatives, pour indiquer si elles apportent à une grandeur, en s\ 


V) Une note donnera cependant, vers la fin de la Troisième Leçon, dans ta 
Partie complémentaire, un aperçu de ces quantités complexes. 
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adjoignant, une augmentation ou une diminution. Ou leur fait ainsi 
exprimer le sens suivant lequel les droites qui les représentent doivent 
être menées ou à partir de l’origine, quand elles sont seules, ou à la 
suite les unes des autres, quand plusieurs se trouvent additionnées 
algébriquement, c'est-à-dire mises ensemble telles quelles, avec leur 
attribut propre de quantités augmentatif es ou de quantités diminu¬ 
tif es. 

La série continue et croissante des grandeurs s'étendra donc, comme 
Ta remarqué Descartes, de —oc à -h x, en passant par zéro. 

2. — Évaluation des quantités : leur distinction en incommensurables 

et commensurables. 

L'idée de grandeur n’acquiert, avons-nous dit, toute la précision 
désirable, que dans les quantités, où l’on peut discerner, au moins 
par la pensée, des parties égales de telle petitesse que l'on veut. Alors, 
en effet, Tune de ces parties, d'une grandeur supposée connue, peut 
être prise comme mesure ou terme de comparaison; et, si Ton compte 
combien de fois elle se trouve dans les quantités en question, puis 
qu’on évalue, à l’aide d'une unité plus petite contenue exactement 
dans la première mesure, les restes inévaluables par celle-ci, et ainsi 
de suite, on réduira les quantités proposées, avec une approximation 
indéfinie, à des nombres, qui sont ce qu'il y a de plus simple et de 
plus clair pour l’esprit. Seulement, l'échelle ou succession des nombres 
exprimés au moyen de la plus petite unité employée croit par degrés 
finis, égaux à cette unité même, tandis que l'échelle des quantités croit 
par degrés inappréciables, sans comparaison moindres. Il n'v a, par 
suite, qu'une chance infiniment faible pour que l'évaluation numérique 
d'une quantité se fasse sans reste, même en essayant successivement 
toutes les unités de plus en plus petites possibles, mais constamment 
en nombre Oui tant qu'elles sont finies elles-mêmes, qui se trouvent 
exactement contenues dans la plus grande mesure proposée. 

Donc, en général, une quantité ne peut s'exprimer en nombre qu'a¬ 
vec une approximation indéfiniment croissante : on la qualifie alors 
Ci incommensurable, par opposition aux cas exceptionnels où elle est 
commensurable t c'est-à-dire capable d'être évaluée exactement au 
moyen d'une unité fournie par une division, en parties égales, de la 
mesure donnée. 

Quoi qu’il en soit, c’est par son expression numérique, soit exacte, 
soit censée complétée ou prolongée idéalement jusqu'à l'infini quand 
elle est seulement approchée, que chaque quantité figure dans le>* 
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formules mathématiques. Ainsi. 4W y introduit invariablement, à la 
place de la quantité, son rapport à une quantité déterminée de la 
même espèce, prise pour unité ou mesure, rapport évidemment sus¬ 
ceptible, comme la quantité proposée elle-même, de passer avec 
continuité par tous les états de grandeur entre — oc et -+- oc. U consti* 
tue, par conséquent, une catégorie de quantités plus abstraites que 
toutes les autres et servant à leur évaluation. Comme cette catégorie 
comprend tous les nombres possibles entiers ou fractionnaires., on 
qualifie parfois de nombres toutes les quantités même incommensu¬ 
rables qui s'y trouvent. 

3. — Quantités limites d’autres quantités variables. Opérations algébriques 

sur les quantités. 

La série illimitée des nombres, de moins en moins différents les uns 
des autres, qui constituent les expressions de plus en plus appro¬ 
chées d’une certaine quantité, peut être considérée comme représen¬ 
tant les valeurs successives prises par une autre quantité, variable, 
qui s'approcherait indéfiniment de cette quantité fixe* Aussi appelle- 
t-on celle-ci la limite des nombres considérés ou de la quantité va¬ 
riable. 

En général, toutes les fois qu'une quantité prend successivement 
une infinité de valeurs, mais en finissant par varier de moins en 
moins, au point qu'une de ses valeurs f assez éloignée, diffère aussi 
peu que Von veut de toutes celles qui viennent après, la vue de celte 
quantité variable fait naître dans notre esprit Vidée d'une quantité 
fixe dont elle s'approche indéfiniment , et qui est dite sa limite . La 
limite en question est d'ailleurs parfaitement déterminée, ou unique, 
quoique la quantité variable qui nous fournit l'occasion de la connaître 
ne parvienne pas à l'exprimer exactement, parce que cette quantité 
variable, sans s y fixer jamais tout à fait, finît par ne plus quitter son 
voisinage, et un voisinage de plus en plus resserré oh ne pourraient 
pas se trouver indéfiniment comprises deux quantités fixes distinctes, 
avant entre elles une différence autre que zéro. 

On sait que les opérations arithmétiques ou algébriques, effectuées 
sur des nombres quelconques (généralement fractionnaires), donnent 
des résultats qui varient avec ces nombres, mais aussi peu que Ton 
veut quand ces nombres varient eux-mêmes suffisamment peu. Et l'on 
peut en dire autant quand la nature de l’opération change d’une ma¬ 
nière presque insensible, comme quand, par exemple, on fait varier 
d'une fraction extrêmement petite s l’exposant n d’une quantité don- 
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née a ; ce qti* revient â multiplier le résultat précédent par un fac* 
leur, a e , sensiblement égal à i. A.u reste, et justement à cause de ce 
fait que le résultat varie, avec n, par degrés insensibles, toutes les 
combinaisons d’élévations à des puissances et d’extractions de racines 
qu'indique l'expression a n peuvent être censées constituer une même 
opération générale, dont ces diverses élévations et extractions ne se¬ 
raient que des cas particuliers. 

Ainsi, une opération quelconque, effectuée successivement en pre¬ 
nant pour données les valeurs numériques de plus en plus approchées 
de certaines quantités, finira par donner des résultats dont chacun 
différera aussi peu que l'on voudra de tous ceux qui viendront après. 
Autrement dit, à mesure que les données de l'opération tendront vers 
leurs limites, c'est-à-dire vers les quantités généralement incommen¬ 
surables que l'on considère, les résultats tendront aussi vers une 
quantité limite parfaitement déterminée. Celle-ci sera dite le résultat 
de l'opération, censée effectuée sur les quantités elles-mêmes, et, cela, 
en vertu d'un principe naturel d'iimtéf souvent applique meme à 
notre insu, qui nous porte notamment à voir ou à introduire, partout 
où elle est possible, la continuité , c'est-à-dire le changement par 
nuances insensibles à défaut de l'uniformité, et à fixer, en consé¬ 
quence, le sens des mots, dans les cas où il ne 1 est pas encore, de 
manière que Von puisse dire des limites ce que Von dit déjà de 
quantités en approchant indéfiniment « 

On voit que le résultat d'opérations effectuées sur des quantités 
s'obtiendra numériquement, avec une approximation proportionnée à 
celle qu'atteindront les expressions numériques des quantités données 
elles-mêmes, en opérant sur ces expressions d'après les règles démon¬ 
trées en Arithmétique et en Algèbre pour les nombres* 


4, — Des séries convergentes. 

Un des exemples les plus utiles qu'on puisse donner de quantités 
limites est celui des séries convergentes. 

On sait qu’une série est, par définition, la somme algébrique de 
toute suite indéfinie de termes formés d'après une certaine loi, et 
qu'on la dit convergente lorsque cette somme tend vers une limite 
quand on y prend de plus en plus de termes, divergente dans les cas 
contraires, soit que cette somme grandisse indéfiniment en valeur ab¬ 
solue, soit seulement qu’elle oscille, sans fin, entre deux limites finies 
plus ou moins écartées. Par exemple, tes termes a, nq y aq *, cnf y ... 
d'une progression géométrique, termes dont les n premiers ont la 
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somme a formaitI : I® une ièrié convergente ayant pour va¬ 


leur limite - * quand la raison q est comprise entre — r et -h i ; 

2® une série divergente, dans tous les autres cas, même dans celui, 
tj -zr. — i, où la somme a *+- aq~*r aq* -h ,.. oscille, sans converger 
ni précisément diverger, entre les deux limites fixes a et zéro. 

Les séries convergentes seules présentent un grand intérêt, dû sur¬ 
tout à ce que leur valeur, c'est-à-dire la limite vers laquelle tend la 
somme de leurs termes, est souvent une quantité difficile à évaluer 
autrement que par approximation au moyen de ces séries mêmes, 
c'est-à-dire en faisant la somme d’un nombre assez grand de leurs 
termes pris dans l'ordre où ils se suivent (sauf à y adjoindre, si c’est 
possible, une évaluation approximative de l'ensemble des autres). On 
peut même dire que l'expression numérique approciiée de toute quan¬ 
tité incommensurable ne s'obtient jamais qu'en série; car elle se com¬ 
pose d’autant de termes, de plus en plus petits, qu'il y a d'unités, 
sous-multiples ou parties aliquotes les unes des autres, employées 
successivement pour mesurer les restes toujours réduits, mais toujours* 
subsistants. 

D'après le caractère, énoncé ci-dessus, des quantités qui tendent 
vers des limites, une série 


S = «o ~- «| -r- Ut -T- Uj h- ... ~f- u n -7-... 
sera convergente, si la somme 

ttj ' üj » • • *■— W/| 

des n •+• 1 premiers termes diffère aussi peu qu'on veut, pour n assez 
grand, de celle des n -+* r -f- p premiers termes 

S/i+p— S* -f- U, 1-^4— , . • -t* ltn+p)* 

et, cela, quel que soit le nombre entier positif p . Ainsi, la condition 
nécessaire et suffisante de convergence est que la somme 


J — W/J+î ~~ • * » T p 

d'un nombre quelconque , si grand qu'il soit, de termes consécutifs , 
devienne aussi petite que Voti voudra quand ces termes sont tous 
pris suffisamment éloignés . 

On en déduit les conséquences suivantes : 

i° Dans une série convergente, la valeur absolue des termes s’ap¬ 
proche indéfiniment de zéro à mesure que leur numéro d’ordre dans la 
série s’élève; 
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î* û Une interversion quelconque dans Tordre des termes ne change 
pas la v aleur limite de la somme, pourvu que , lorsque n grandit indé¬ 
finiment, les termes que Tinlcrversion fait disparaître de S„ et ceux 
qu'elle y introduit à la place se trouvent être en nombre limité et 
soient tous de ces termes très éloignés lendaut vers zéro; 

3° Lorsque tous les termes très éloignés sont de même signe, le 
nombre de ceux d'entre eux que l'interversion introduit dans S* ou en 
fait disparaître peut même croître arbitrairement avec n , sans que la 
valeur limite de la série change, parce que, d'une part, tous ces termes 
très éloignés sont de ceux qui, ajoutés en nombre quelconque (dans 
Tordre où ils se suivent quand on écrit la série de la première manière), 
donnent un total extrêmement petit, nul à la limite, et que, d'autre 
part, tous étant de même signe, la somma partielle de certains 
d'entre eux, choisis comme on voudra, est encore moindre; 

4 a Le nombre des termes très éloignés qui sont introduits ou sup¬ 
primés par le fait de l'interversion peut encore, pour la même raison, 
grandir indéfiniment avec /i, quand la série a ses termes très éloignés 
de signes divers, mais assez rapidement décroissants pour que, si on 
les prenait tous en valeur absolue, ils continuassent à former une série 
convergente ; 

5° Au contraire, Vinterversion ne peut plus toujours porter sur un 
nombre de termes indéfiniment croissant avec quand la série ne 
doit sa convergence qu'à ce qu'elle exprime l'excédent de termes 
d'un certain signe sur d'autres presque aussi forts de signe con¬ 
traire, termes tendant sans doute vers zéro, mais assez lentement 
pour que la somme partielle des uns ou des autres grandisse sans li¬ 
mite et pour que, par suite, un nombre très grand d'entre eux, pris 
même très éloignés, puisse former un total sensible. 

Ces dernières séries, dont le maniement exige, comme on voit, des 
précautions, sont quelquefois dites semi-convergentes, pour exprimer 
que la rapidité de décroissement de leurs termes successifs est, par 
elle-même, insuffisante pour assurer leur convergence, et que celle-ci 
est due en outre à Tordre dans lequel se succèdent ces termes. Mais 
on peut appeler encore sem(•convergentes des séries, divergentes ou 
non, dont la somme, tant qu'on ne dépasse pas un nombre déterminé 
de termes, s'approche de certaines quantités au point de n'en plus dif¬ 
férer d'une manière sensible, pour s'en écarter ensuite dès que ce 
nombre de termes est dépassé. De pareilles séries sont parfois d'une 
très grande utilité, comme moyen pratique d'évaluer les quantités en 
question. 

On sait que la convergence d'une série à termes de même signe, 
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positifs par exemple, se reconnaît crt cherchant sj quelque autre 
série, d'tme convfij’gencc déjà constatée, n atiraii pas ses termes très 
éloignés plus grands que les siens. Quand cela est, la somme 


décroissante par hypothèse jusqu'à zéro, dans cette seconde série, 
lorsque n grandit, l'est à plus forte raison dans la série proposée, qui 
se trouve être, par conséquent, convergente aussi ; de plus, le reste 
ou terme complémentaire , c'est-à-dire ce qu’il faudrait ajoutera 

^11® Wÿ T rtj -T~ * , . r üj, 

pour avoir la somme limite S ou valeur de la série, reste que je dési¬ 
gnerai parR n , est, de même, moindre dans la série proposée que dans 
celle à laquelle on la compare, car il égale la limite vers laquelle tend 
la somme u n + x ti n +t *. ♦ ■+• u n + p lorsque n y est fixe et que p \ 
croît indéfiniment. On peut d’ailleurs, pour simplifier, supposer les 
termes rangés par ordre de grandeur décroissante, attendu que leur 
interversion n’influe, comme on vient de voir, ni sur la nature ni sur 
la valeur de la série. 

Or on connaît deux séries simples convergentes, à termes de même 
signe, pouvant ainsi servir de type dans l’étude de l’expression 


U}( -t -\ H ( f r J ■ ... - r- Ifft + p, 

La première est la série 


W/l+l “ U# f 1 q ' ^ *. « 


Il if-r- J 




formée par les termes d’une progression géométrique ayant sa raison q 
quelconque entre zéro et ï. Comme le rapport d’un terme au précédent 
y est y, chaque fois que, dans l'expression proposée u n + x -4- u n +* 
qui a le même premier terme le rapport d'un terme au précè¬ 
dent égalera au plus un certain nombre q inférieur à Vunité, cette 


expression sera évidemment inférieure à la somme précédente 

1 i - y 

et tendra, par conséquent, vers zéro avec u n + Xl c'est-à-dire quand // 
grandira indéfiniment. La série w„h- //, ... sera donc alors con¬ 

vergente, et, si l'on en borne le calcul approché aux termes compris 
depuis « 0 jusqu’à u„ inclusivement, Terreur commise H* se trouvera 
moindre que le quotient du premier terme négligé u a + x par i — y. 

Dans le cas contraire, relativement exceptionnel, où le rapport de 
chacun des termes u n + t1 ... au précédent u n+lJ « n + f , ... ne 

reste pas égal ou inférieur à un nombre déterminé q compris entre 
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z&o et *, mate s'approche indéfiniment de i 5 umté à mesure que n 
grandit, on peut le plus souvent décider de la convergence ou de ht 
divergence de la série proposée en la comparant à celle-ci, qui consti¬ 
tue le second type simple annoncé, 


(\) 


a 

ïm 


a a 

,m *3«* 


a 

4*« 


Cl 


a 

//"* 


où m est un exposant positif et où le rapport du //‘* me terme au 

n — a pour expression * Celle série est convergente 

pour toutes les valeurs de m supérieures à runité: car alors, si l'on y 
groupe les termes de la manière suivante 


i>.) 


a 

« \ 

/ “ 

et n 

l « ~ 

~ 3» ) 

\ 1 

«3 Ml fyJl 

a 


« \ 

( a 

8"* 


i5 M ) 

[ JÜm ^ ‘ * 


a 


' 3«"*J 


• * ï 


puisqu'on remplace chaque terme d'un groupe quelconque par le pre¬ 
mier et plus fort terme du même groupe, ce qui donne évidemment 
l'expression 

a 7.a 4 n 8 a iGc/ 

_ . * __ | — _ _ _ 

j/m ‘ >tn ' «/» “ j(j»« **** 

cette expression n'est autre qu'une progression géométrique décrois¬ 
sante, 


a 

a -- 


a 


a 


n 


n 


• (. 2 w i)* * rz m “ l p i a ,m 1 i* 


•J, W- I 

— a, 

-A mï — i 


u" 1 1 


Donc la série moindre (i) est, à plus forte raison, convergente; et si, 

**- étant le premier terme qu'on y regarde comme négligeable, l'on 

prend, pour simplifier, n égal à une puissance de 9 ou de la forme 
n zn 2 p > en sorte que le calcul approché de la série se fasse, dans (O, 

en employant, depuis jusqu'à —- a ^ > un nombre exact p de 

groupes, l'erreur commise sera moindre que la somme d'une progrès- 

sion ayant pour premier terme — 

On aura donc 

/a\ / »\ a . <* - a w ~ l 

(3) (pournr^a/») 


a . i 

* et pour raison 


2 m ~ l 


a 


n m ' (n-t-i) 


oJ n ~ 1 — i rt m ~ l 


Cela étant, admettons que, dans la série proposée «*-+- u x 4* t/* -i-.. ., 
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tn 

où le rapport du terme « /#+l au précédent «* tend vert 4 -unité qw»d* 

( f \ m 

1 — n / 9 

m désignant un exposant fixe convenablement choisi mais supérieur 
à i. Les termes de cette série très éloignés décroîtront donû|dc Pun à 
l'autre, pour le moins aussi vite ou dans un rapport aussi grand 
qu'ils le font dans la série type ( j )> supposé que l’on y donne à m la 
valeur dout il est question et qu’on y fasse correspondre fo terme 

— à «rt+j* Par conséquent, la série proposée sera convergente; et il 

suffira de prendre, dans ( 3 ), a -r.: n m u n +n pour que le premier membre 
de cette inégalité ( 3 ), qui alors commencera par soit évidem¬ 
ment, terme à terme, aussi fort ou plus fort que l'expression 

Wft+i — WflH-t —... — R/». 

Par suite, l'erreur, R„. commise sur la somme tf 0 4- tq-f- tf* 4 - . » * en 
Ja réduisant à »o h- 4- * • • *+* u ny aura, d'après le second membre 
de (3) où a = n m u n +.sa limite supérieure donnée par la formule 

a »*—i 

(À) (pour n = ft»< — 7 — (»«»+ 1 )* 


Quand, au contraire, dans la série proposée « 0 ~r le rap¬ 

port d’un terme très éloigné quelconque u n + t au terme précédent u n 

atteint la valeur 1 — - ou, a fortiori, une valeur de la forme ( 1 — ~ J > 

dans laquelle l’exposant m serait moindre que 1, la série diverge; 
car, bien que ses termes puissent encore tendre vers zéro, leur somme 
grandit sans limite. En effet, les termes dont il s'agît ne décroissent 
pas plus vite qu’il n'arrive dans la série, dite harmonique, 




1 t 1 ( 

_ 4 — — — —-... --- — —* • « * 

i a 3 n 


où le rapport du n' ème terme au précédent est justement 1 — Or, eu 
groupant comme il suit les termes de cette série autres que le premier, 

(l\ _ (i _ 1 ) - (1 _ i 1... * ^ .1 u. 

W \3 U V> « 7 »/ ■ .9 *8/ 

et puis remplaçant chaque terme d’un groupe quelconque par le der¬ 
nier du même groupe, il vient l’expression moindre 


1 

u 


a 

* 

I 


4 

8 


8 

iG 


♦ ♦ * * 
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composée; comme on voit, d'un nombre indéfini de termes égaux tous 

à - * Donc cette expression et, a fortiori, la série harmonique (.Ü), 

ainsi que la proposée à termes non moins leutetnent décroissants, sont 
divergentes. 

Ouanl aux séries à termes les uns positifs et les autres négatifs, on 
sait que, si elles sont convergentes en prenant tous leurs termes a ver. 
le meme signe, elles le seront à plus forte raison en les prenant avec 
des signes variés, car la valeur absolue de (expression 

Wfl+| — t-a — ... “r U n -t jp 

t deviendra encore moins sensible; et que l’erreur, R tt , commise en 
s'arrêtant au terme u n inclusivement, y sera de même plus voisine de 
zéro qu’elle n’est quand tous les termes sont de même signe. 

Mais on sait aussi que cette convergence de la somme absolue des 
termes n'est pas nécessaire pour que la série proposée tende vers une 
limite. Par exemple, toute série à termes décroissants, alternative¬ 
ment positifs et négatifs, est convergente dès que ses termes succes¬ 
sifs s'approchent indéfiniment de zéro . La raison en est que l’expres¬ 
sion t* n +p est alors, à un ou deux termes près, 

positive ou négative à volonté ; car, si on l'écrit 

( U n +\ —««-J-s) — < )"+■•••• 

en abstrayant le dernier terme dans le cas oit le nombre p serait im¬ 
pair, tous les groupes entre parenthèses seront des différences arith¬ 
métiques affectées du même signe que le terme u n + u tandis que si, au 
contraire, abstrayant le terme u n + x et parfois aussi le terme u„+ In on 
l'écrivait 

( U n + j-:- — < W/i+i— ««. 4-3 ) —- 

tous les groupes entre parenthèses seraient des différences arithmé¬ 
tiques de même signe que u a +t et, par conséquent, d’un signe con¬ 
traire au précédent. Ainsi, l'expression en question diffère aussi peu 
qu’on veut de zéro pour n assez grand, et la série est bien convergente. 
Déplus, si l'on fait croître p indéfiniment, ce qui retient à poser 
u a + p =:o, la même expression u n + x ~h ... devient l'erreur U rt 

commise en prenant pour valeur approchée de la série la somme 
« 0 -H «i «*, et le même raisonnement, qui consiste ici à écrire 

R* sous les deux formes 

( «/ï-m Un -j-s) “ ( Un +3 «« *-$)"+*•••» 

(«/*■+ * ««+S«m-s) 


I ♦ * « 



13 


S£iifK& A fitONEg ALTRRV.tN'T 


prouve, *Vtme part, quç H* a le signe de u„^, d'autre part* que la 
différence R rt — u n + t a le signe contraire, et que, par conséquent, cette 
erreur commise, H /# , est comprise entre zéro el le premier terme né¬ 
gligé 


Un cas simple, qu’tl importe de remarquer, est celui où les termes 
de la série, que je désignerai respectivement par n, — b t c , — <!> e, 
— f* •. •» oui leurs valeurs absolues n, ù, c, d } e,f g } ... assez 
peu et assez régulièrement décroissantes de Tune à l'antre pour que 
ces décroissements successifs a — b, b — c, c ~ d y d — e, ... soient, 


chacun comparé au suivant, dans des rapports très peu différents de 
l'unité* En effet, si l'on considère les rapports ainsi formés, pris de 
deux en deux, 


a - b c — d c — f 

* y —g 


jusqu à un, extrêmement éloigné, qui soit formé avec des termes de 
la série très petits ou insignifiants, el si Ton ajoute respectivement, 
d’une part, les numérateurs de ces rapports, d'autre part, leurs déno¬ 
minateurs (tous de même signe), le uouveau rapport obtenu 

a — b — c — d 4* e — 

ù — c~</ — e -~j — g~. 77 

se trouvera compris, d'après un théorème connu ( •), entre le plus petit 


< 1 ) Ce théorème, que nous aurons à appliquer plusieurs fois, s’énonce ainsi : 
Quand on ajoute terme à terme un nombre quelconque de rapports 


h 


- Or 



• • • » 




-Oni 


ayant leurs dénominateurs a xi a t . . tous de même signe, h rapport ob - 

b *+■ b à . ... 

tenu -f -*-? est compris entre le plus petit et le plus grand 

«, T* « j — . . . *t* U n * ta 

des proposes. 

h (Tcc tivem en t, si a t> a* sont, par exemple, positifs, en appelant q le plus 

petit et Q le plus grand <le ces rapports //,, q , ..</„, les égalités évidentes 

b i - 1», *- <*, 7 .., .... b„ -■ a n q* 

donneront, d'une part, 

b, > a x </, h i > ot //„ u n <7, 




tfrO, 
» 1 ' 


d’autre part, 


//.<«, O, 


t « * f 
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ci le plus grand de tous les rapports donnés et, par conséquent, éga¬ 
lera sensiblement, comme eux, l'unité. O»*, en appelant S la valeur 
« - (h- c — d- 1- . . - d« la série (d oit b — c -r d — c -r ... a — S », 
it vient ainsi 

S « n 

- T ~ i ou S — - • 

a — à 2 


Donc la série considérée a ~ b -h c — d 4- ... , « termes alternative¬ 
ment positifs et négatifs ne décroissant que très peu de l’un à l'autre, 
égale sensiblement la moitié de son premier terme a , c'est-à-dire la 
movenne arithmétique îles deux limites, a et zéro environ, entre les¬ 
quelles oscille d'abord la somme de ces termes consécutifs. C’est bien 
ce qu'on vérifie sur la progression 

i * #■ — /•*.... /•* — .,. ~ — — i 

i - /■ 


quand on fait tendre vers —-r la raison — /*, supposée inférieure à l'imité 
en valeur absolue. 

Devant bientôt rencontrer plusieurs exemples de séries, je me bor¬ 
nerai pour le moment, en ce qui les concerne, au précédent résumé, 
destiné à remettre en mémoire leurs propriétés principales étudiées 
déjà dans un cours antérieur. 


•>. — Définition de la longueur d’un arc de courbe. 

La plus importante des quantités géométriques auxquelles conduit 
la notion de limite est la longueur d’un arc de courbe. 


cl, par suite, en ajoutant respect bernent les inégalités de même sens. 

Ù t ((ï,*rfl.- .flj? i V "■ b.y ... ^ “T J <>• 

I Avisons celles-ci par la quantité positive a 4 — ..» et il viendra 
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ce qu’il fallait démontrer. 

Si a t , a t i . a H étaient négatifs, on les rendrait positifs en prenant les rapports 
proposés sous la forme 



et Ion donnerait finalement au résultat obtenu, 
demandée — * 
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la forme 
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\oih avons tons l'intuition immédiate de ce qu'est un arc etc 
courbe, c^ed-à'cHre le lien formé' par Une succession continue de 
points, et avant en chacun de ces points une direction déterminée, 
limite commune des directions de toutes les cordes très petites dont 
les extrémités tendent vers le point dont il s'agit ; d'où il suit que 
cette direction, marquée par la tangente, change aussi peu qu'on vêtit 
d'un point de la courbe à un autre assez voisin, comme étant, eu ces 
deux points, extrêmement peu inclinée par rapport à la corde qui les 
joint. Mais l'idée de la longueur d'un pareil arc, en tant qu’il est 
évaluable au moyen d T itne unité rectiligne dont aucune partie ne peut 
cependant lui être superposée, constitue une conception beaucoup 
moins nette. 

Pour la définir, il n'y a qu’à considérer Tare proposé MC... (Jfg> I) 
comme la position limite d'une ligne variable, à côtés rectilignes de plus 
en plus petits se coupant sous des angles de plus en plus ouverts, dont 
la longueur totale tendrait vers une valeur déterminée, et à prendre 
cette valeur comme expression même de la longueur de Tare, en vertu 
du principe d'unité et de continuité énoncé plus haut (p. 5 )* Or on \ 
parvient en traçant la ligne polygonale en question, MNPQH..,, dan* 
le voisinage de l’arc, et de manière que sa direction diffère partout lié* 
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peu de celle de la tangente, comme il arrivera, par exemple, si Tou 
joint successivement par des lignes droites un nombre de plus en 
plus grand de points, M, N, P, Q, R, de l'arc. Dès que la ligne 
polygonale MNPQ... ainsi formée a ses côtés assez nombreux pour 
qu'elle passe, partout, à des distances de Tare incomparablement 
moindres qu'une petite corde donnée quelconque ÀB, sa partie coin- 
prise entre A et B ou, plus précisément, depuis son point (que j’ap¬ 
pellerai A') le plus proche de A, jusqu'à son point (que j'appellerai B f ) 
le plus proche de B, ne varie plus désormais que d'une fraction très 
faible de sa valeur (*). En effet, si l'on projette cette partie sur la 


( l ) V et B' sont donc les pieds des perpendiculaires abaissées des points fixes 
Â et B de la courbe sur les côtés voisins MX et QR de la ligne polygonale w- 
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petite corde AU, les divers côtés r A'N, NP, FQ r QB' ÿ qui la com¬ 
posent, ne faisant avec Alî que des angles très faibles (comme ceux 
de ÀB avec les tangentes en À ou en B), se projettent presque en 
vraie grandeur ou ont avec leurs projections des rapports très peu 
différents de l'unité; d'où il suit, à cause d\in théorème précédent 
(note de la p. la), que la ligne VÜ' tout entière, somme des nu¬ 
mérateurs des rapports considérés, est à sa projection totale sur AB, 
somme des dénominateurs, dans un rapport intermédiaire, non 
moins voisin de i par conséquent, ou que A'B' dépasse sa projec¬ 
tion totale sur AB d'une portion relativement fort petite de sa lon¬ 
gueur. Et comme, de plus, cette projection totale commence à un 
point très voisin de A pour se terminer à un autre très voisin de H, 
ou ne diffère elle-même de AB que par une minime fraction de sa 
valeur, la partie considérée A'B 1 de la ligne pohgonale ne peut pré¬ 
senter également avec AB qu'une différence incomparablement plus 
faible que AB, c'est-à-dire, égale à une fraction de AB aussi petite que 
l'on voudra, pourvu que AB ait déjà été pris suffisamment petit. 
Donc, à mesure que décroîtront les côtés de la ligne polygonale et que 
celle-ci s'approchera de l’arc proposé de courbe, sa partie appelée ici 
A'B'ne pourra désormais varier que dans une proportion extrême¬ 
ment faible; et, comme il en sera de même de toutes ses autres parties, 
correspondant à d'autres petites cordes BC, ,.la ligne polygonale 
tout entière, dont les extrémités seront ou deviendront à la limite 
celles de l are proposé, ne variera pareillement, dans sa longueur to¬ 
tale, que d'une fraction très petite aussi de celle longueur, laquelle 
se trouve évidemment finie comme la distance de deux de ses points 
pris aussi éloignés que possible Tua de fautre. En effet, la somme des 
numérateurs, À'B', B'C\ de rapports presque égaux à i ayant 
pour dénominateurs AB, BC, .... formera avec la somme de ceux-ci, 
toujours d'après le même théorème, un nouveau rapport non moins 
voisin de l'imité. 

Ainsi, toutes ces lignes polygonales à côtés très petits n'ont pas des 
longueurs sensiblement différentes, et le caractère énoncé à l'avant- 
dernier numéro (p. 4), comme nécessaire cl suffisant pour qu'elles ad¬ 
mettent une limite, se trouve bien vérifié. Donc la longueur de l'arc, 
identique à cette limite, estime quantité parfaitement déterminée, 
comme on se proposait de l'établir. 

Observons encore que, si les sommets de la ligne polygonale 


riable MNPQ perpendiculaires mesurant en A et 11 les écarts <Ic celle ligne* 
d’avec la courbe et très petites, par hypothèse, en comparaison de AB. 
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MNPQ..., supposée variable, deviennent de plus en plus proche» 
chacun du précédent, la partie de Cette ligné appelée A'H' tendra ver» 
Tare AB sans que sou rapport à la corde VB s’écarte jamais sensible¬ 
ment de 1‘unité : donc on aura aussi - arc -*®.. — i avec une erréur aussi 
1 cordc Als 

faible qu ou le voudra, pourvu que la corde AB soit assea petite; d'oii 
résulte le théorème suivant : 

Dans tonte portion de courbe où la direction de la tangente ne 
varie nulle part brusquement d*un point à Vautre, le rapport d'un 
arc quelconque à sa corde tend vers VUnité quand Varc tend vers 
zéro . 

Ce théorème est, comme on verra, fondamental dans l'étude des 
courbes, 

6, — Des fonctions. 

Parmi les quantités que Ton considère dans une étude mathéma¬ 
tique. les unes sont constantes . toujours les mêmes, les autres sont 
variables, ou reçoivent successivement une infinité de valeurs diffe¬ 
rentes, se succédantd'ordinaîreavec continuité, c'est-à-dire par degrés 
ou accroissements (soit positifs, soit négatifs) inférieurs à tout petit 
nombre donné. Parfois aussi certaines quantités restent les mêmes 
pendant les changements de celles que l'on fait varier d'ordinaire, 
mais leur valeur peut être choisie à volonté parmi une infinité, et il 
arrive qu'on doit leur attribuer toutes ces valeurs chacune à son tour, 
de sorte qu'elles sont constantes à un certain point de vue, variables 
à un autre : on les appelle des paramètres . Par exemple, quand il 
réagit d'étudier un cercle, les coordonnées des divers points de cette 
courbe par rapport à un système de deux axes rectangulaires sont les 
variables , tandis que les coordonnées du centre et le rayon sont des 
constantes . Ces trois dernières quantités deviendraient des para¬ 
mètres, si Ton devait examiner une infinité de cercles tracés dans le 
plan, Xfais le rapport - de leur circonférence à leur diamètre, supposé 
qu'on eût à s'en occuper, resterait dans tous les cas uneconslnnle. Un 
tel rapport, quoique incommensurable ou ne comportant aucune ex¬ 
pression numérique exacte, est, d'ailleurs, qualifié de simple nombre, 
pour exprimer qu’il reste invariable quand on change les unités ou 
mesures physiques employées. 

il n'est pas possible de donner arbitrairement des valeurs quelconques 
à toutes les variables d'une question, à cause des rapports existant 
entre elles et sans lesquels la question n'aurait pas de raison d’ètre. 
Certaines variables seules, dites indépendantes, peuvent directement 
recevoir telle valeur qu’on veut, du moins entre certaines limites : 



Fig. 2. 
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&e& r par exemple, dans la dèmi-circonférencë A\fB, 2 e cas de ftb- 
scîsse OM'^=.r, qui varie depuis O.V jus- 
qu’à 02V, .V et B' étant les pieds des ordon¬ 
nées extrêmes AA' et BB'. Dès qu on a choisi | 
les valeurs <le ces variables ( indépendantes b j 
les autres variables se trouvent déterminées 1 
ou fixées parle fait même; ce qu*on exprime 
en disant qu'elles sont fonction des pre¬ 
mières, ou quelles en dépendent : on les j - 
appelle des variables dépendantes ou des 
fonctions . Telle est, dans la deiui-circonférence AMB, l'ordonnée 
quelconque M'M—^quon peut construire dés quon sest donné 
l'abscisse 0 \V j r ; on dira donc que cette ordonnée y est une fonc¬ 

tion de la variable indépendante x* 

Les diverses fonctions, à considérer, de variables x y s t se 
représentent par «ne des lettres/, F, s, q U r „„ f a i’t suivre 

des lettres x, y, s, t, ..., séparées par des virgules et mises entre 
parenthèses; ainsi, /(x), F(x, y, s ) désigneront deux fonctions 
dépendant, l’une, de .r, l’autre, de .r, y et s. Pour exprimer les va¬ 
leurs particulières que prendront ces fonctions quand y, ; v auront 
des valeurs spéciales désignées x = «, >• ■— h, s = c, on écrira /(«), 
ou F(«, b. c); et de même dans tous les cas analogues. Ainsi, une 
égalité ou relation. comme y ~f{x) se lira y égale J de x et expri¬ 
mera que la quantité y est une certaine fonction, désignée par f de 
la quantité .r. 

On peut convenir de donner à la variable r, dont une autre variable 

~ . f( x )' est fonction, les valeurs définies par une fonction, *(/) 

d'une troisième variable i : cette première variable x — ç (/) se ’tiouvè 
donc être, tout à la fois, fonction par rapport à l et variable indépen¬ 
dante par rapport à y. On dit alors que y =/(*) est une fonction de 
fonction. Si, <le même, dans une fonction t, =/(.r, y, s ) de plusieurs 
\anahles ' r *ocllcs-cï reçoivent les valeurs j r _r v Cj(/), 
5 = e,(/), définies par des fonctions =„ ?3 d’une autre ‘variable t, 

on qualifiera u ou f (.r, y, z), de fonction composée. 


'• ~ Priacipata modes de représentation des fonctions dans l’espace : 
fonctions inverses, fonctions de point, etc. 

Xotre intuition de l’espace et des figures qu'on peut v tracer nous 
fourmi plusieurs exemples de fonctions tellement généraux, et sous 
tt, — L Partie élémentaires 
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des formes tellement frappante», qu'il est naturel de s'en servir comme 
de types pour représentet toutes les fonctions, c'est-à-dire pour 
mettre, en quelque sorte, sous les yeux l'ensemble de leurs valeurs, 
lit d'abord, toute courbe AB, dans un plan, rapportée à un système 

d'axe* rectangulaires O.r, O y par rapport nu- 
*■ ***• ** quel l'abscisse et l'ordonnée d'un quelconque 

'* M de ses points sont respectivement OM* ~ -t 

si* et M'M — y, exprime une certaine fonction; 

car, vu l’absence de largeur des lignes, la 
y / y droite MM ne coupe l'arc AB qu'en un seul 

v point, ou, tout au plus, en des points isolés, 

_/---- dont chacun est, par suite, avec son ordonnée 

y jj* jf * * 

r, entièrement déterminé sur la branche de 

** * 

courbe qui le contient, des qu'on donne 1 abscisse OM — x» Onadonc 
y une certaine fonction,y( jt), de la variable x. 

Réciproquement, étant donnée une fonction quelconque, y =/(*h 
dune seule variable, on pourra toujours, en prenant une unité de 
longueur, marquer successivement, sur O x , des abscisses égalés a 
toutes les valeurs de x^ négatives ou positives, pour lesquelles la fonc- 
lion f{x) existe, et mener chaque fois, parallèlement à Or, une or¬ 
donnée r égaie (en grandeur et en signe) à la valeur correspondante 
de f{x). Les secondes extrémités de toutes ces ordonnées constitue» 
roui une file de points, propre a peindre et meme, une fois construite, 
ù donner graphiquement toutes les valeurs de cette fonction. Or une 
pareille lile, évidemment sans largeur, n'est autre chose qu'une 
courbe, quand la fonction /(x) jouit des propriétés ordinaires de con¬ 
tinuité dont il sera question plus loin. Ainsi, à toute fonction d'une 
variable, il correspond une courbe plane qui la ligure. 

Ce n'est pas seulement une fonction v=/(x), mais deux fonctions, 
que représente une courbe, comme AMB, rapportée à deux axesOa , 
0 >*. Si, en effet, on prenait l'ave O v pour axe des abscisses, l'ab- 
sci*>e x~~ OM' de tout à F heure deviendrait l'ordonnée MWI, tandis 
q ue Jjj précédente ordonnée M*M ^ OM serait maintenant 1 abscisse. 
La courbe AB, considérée dans la position qu'elle occupe par rapport 
à O v, comme on le faisait tout u I heure par rapport a O.r, exprime 
donc une seconde certaine fonction x ^ *(/)* oit les \aleur$ sirouî- 
innées de la fonction et de la variable sont les mêmes que dans la 


précédente y r-/(.r), mais avec interversion des rôles de x et de v. 
Cette fonction o. aussi différente de la précédente/ que. sont inégales 
les deux figures O M"M B et CM 7 MB. e»l dite la fonction inverse de /. 
La représentation d'une fonction par une courbe plane ne laisse 
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rien à désirer quand la fonction ne dépend que dune seule variable» 
Et elle peut meme s'appliquer aux cas où fes variables sont en nombre 
quelconque, à la condition de prendre successivement chacune d’elles 
pour abscisse et de ne faire varier alors que celle-là. Mais, bien qu’on 
puisse, de ta sorte, par un examen plus ou moins long, savoir com¬ 
ment la fonction se comporte quand plusieurs variables changent à la 
fois, il est préférable de chercher un mode de représentation où Ton 
voie d’un coup d'oui l’ensemble de toutes ses valeurs. La Géométrie 
le fournit encore quand il n’y a que deux variables, comme dans une 
fonction, s, de la forme z = /(#» y), car toute surface rapportée à un 
système d’axes est l’expression d’une telle fonction. 

Imaginons, par exemple, un plan des xy horizontal, dont chaque 
point P sera parfaitement défini 
(ou pourra être construit sans indé¬ 
cision) au moyen de ses deux coor¬ 
données OP'“a? et P'P = y, Si, 
par ce point P, on mène une paral¬ 
lèle PM à l'axe vertical Oz< et qu'elle 
rencontre la surface proposée SS f , 
celle-ci étant sans épaisseur n’aura de 
commun avec elle qu’un seul point M 
ou, tout au plus, des points isolés les 
uns des autres, qui pourront être 
censés appartenir à tout autant de 
nappes de la surface et seront ainsi 
parfaitement déterminés, chacun sur 
la nappe qui le contiendra. Donc, leur ordonnée ou altitude s, PM 
par exemple, sera bien une certaine fonction des variables x et v. 
Réciproquement, toute fonction /(x, y) de ces deux variables per¬ 
mettra de construire, pour chaque système de valeurs de x et de v 
exprimé par un point comme P, une ordonnée -5 =/(j\ y), telle que 
PM ; et l'extrémité M se déplacera peu à peu, quand x et y varieront, 
de manière à donner un lieu géométrique sans épaisseur, mais s’éten¬ 
dant, comme la portion correspondante du plan des xy, en longueur 
et largeur, si du moins la fonction /U\y) présente les conditions 
ordinaires de continuité que nous étudierons bientôt. Donc, pour 
toute fonction de deux variables, il existe une certaine surface qui 
la représente, 

Quand les variables sont au nombre de trois, la Géométrie pure 
devient i ni puissante à figurer les fonctions d’une manière commode. 
Mai* il suffit, pour en avoir une expression encore assez simple, de 
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joindre à l'intuition de l'étendue une notion physique très élémen 
taire* celle de la dehsüé de la matière. On y arrive, par exemple, en 
imaginant une pulvérisation uniforme et une dissémination variée 
d’une substance très lourde, c’est-à-dire sa division en parties égales 
extrêmement ténues, suivie d’un éparpillement plus ou moins grand 
et arbitraire de ces parties dans l’espace, La densité est alors, aux di¬ 
vers points, un nombre proportionnel aux quantités de cette substance 
contenues dans les sphères décrites d’un même rayon donné très petit 
autour de ces points respectifs comme centres. Pour plus de simpli¬ 
cité et de précision, on se représente la matière comme continue, 
c’est-à-dire répartie jusque dans les plus petites portions de son éten¬ 
due apparente, et, imaginant alors que le rayon de la petite sphère 
décroise jusqu’à zéro, on prend comme densité en chaque point la 
limite du rapport de la quantité de matière contenue dans la sphère 
qui a ce point comme centre, à la quantité analogue contenue dans 
celle dont le centre est un certain point choisi. 

Grâce à cette idée de densité, on obtient une expression commode 
d’une fonction quelconque, o =/(.r,y, 3 ), de trois variables y, s, en 
se représentant l’espace rapporté à trois axes rectangulaires des jc, y, z y 
puis, après avoir noté les systèmes de valeurs de *r,y, z pour les¬ 
quels existe la fonction z), en concevant que les endroits 

dont les coordonnées x t y, 3 égalent ces systèmes de valeurs soient 
occupés par une matière d’autant plus dense ou massive que la valeur 
correspondante de la fonction s ■=/( jp, y, z) est plus grande. Comme 
une pulvérisation et une dissémination convenables d'une substance 
assez lourde donnent des matières de densités quelconques, rien 
n’empêche, effectivement, de s’en figurer une qui ait sa densité en 
chaque point (,r, y, s) de l'espace, exprimée justement par la fonction 
proposée p. 

Une telle quantité ?, dont les diverses valeurs /(jt, y, z) sont cen¬ 
sées exister aux différents points (.ar, y, z) de l’espace, a été appelée 
par Lamé une fonction de point* La densité, qui ne suppose que la 
notion de corps réduite le plus possible en fait de propriétés concrètes, 
est, quant à sa nature, la moins compliquée de ces fonctions; mais la 
Mécanique et la Physique en étudient bien d’autres, comme la tem¬ 
pérature, l’intensité de la pesanteur, etc. Tous les phénomènes natu¬ 
rels se produisant dans les diverses régions de l'espace, on conçoit 
que leur expression mathématique se résolve toujours en un certain 
nombre de fonctions de point. 

On peut se représenter une matière, étalée, en couche très mince ou 
sans épaisseur sensible, sur un plan contenant deux axes rectaugu- 
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tairez dé coor données x et /, et lut attribuer une densité aux divers 
points ( x t y) y en décrivant autour de ces points comme centres des 
cercles d'un meme rayon très petit indéfiniment décroissant, qui en¬ 
toureront des quantités de matière ayant entre elles des rapports 
limites quelconques, expressions memes de ces densités s* U sera donc 
possible, sans sortir en quelque sorte du plan, de figurer par une pa¬ 
reille couche toute fonction prr/( x, y) de deux variables. Et, sans 
quitter davantage un axe coordonné, celui des x par exemple, mais 
en y supposant étendu un filet de matière d'une largeur et d'une épais¬ 
seur insensibles, dont des longueurs égales très petites (tendant vers 
zéro) miraient entre elles des rapports limites, valeurs de leurs densi¬ 
tés, exprimés par une fonction quelconque de x y Ton pourrait de même 
obtenir une sorte de représentation sensible de toute fonction p = f(x) 
d’une variable. 

Mais supposons que, outre les trois variables indépendantes x, y, 5 , 
on en introduise une quatrième, t, Alors on pourra encore, en faisant 
appel à la notion de la durée ou du temps, la plus claire peut-être que 
nous ayons après celle de l’espace, se représenter une fonction quel¬ 
conque p =y*(.r, v, s, t) de ce s quatre variables. Il suffira d’imaginer 
d abord que, ayant pris une unité de temps, l’on définisse ou carac¬ 
térise chaque époque, c'est-à-dire chaque point de la durée, par sa 
distance à une époque déterminée très ancienne, ou, en d’autre» 
termes, par le temps, généralement fort long, écoulé depuis cette 
époque fixe jusqu’à celle que l’on considère. Mais ensuite, pour ne 
pas avoir à opérer sur d'aussi grands nombres, qui pourraient dé¬ 
passer toute limite, on procédera comme on l'a fait (p. a) dans le cas 
des distances fixant la position d’un point sur une droite : on défal¬ 
quera de tous ces nombres une partie commune, savoir l'intervalle 
compris depuis le commencement choisi d’abord, très reculé dans le 
passé, jusqu’à l’une des époques considérées prise pour origine; et 
l’on caractérisera ainsi chaque époque par sa distance à cette origine, 
distance positive ou négative suivant qu'elle devra, à partir de celle- 
ci, se compter en allant vers l’avenir ou en remontant dans le passé. 
Cet intervalle, positif ou négatif, qui sépare Vorigine de l’époque 
considérée, est appelé simplement le temps et se représente d'ordi¬ 
naire par la lettre t . 

Cela posé, imaginons une matière qui, au Heu de conserver en 
chaque point (.r, y, 3 ) de l’espace la même densité aux divers instants 
successifs t y en changerait continuellement, soit parce qu’on se la 
figurerait partiellement produite ou anéantie sur place d’instant en in¬ 
stant, soit, plus simplement, parce qu'il y aurait des échanges de ma- 
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îïète ë» quantité quelconque entre les régions de fespaee que 1W 
considère et d’autres très distantes dont on no s’occupe pas. U est 
clair que la densité p sera susceptible de recevoir, dans ces condi¬ 
tions, telles valeurs qu’on voudra, non seulement en fonction de ac t y> z y 
mais encore en fonction de t , et que, par conséquent, la matière en 
question, plus ou moins massive en chaque endroit et à chaque 
intant, fournira une représentation naturelle de toute fonction 
p—/(.r, v, s, /) de quatre variables. On pourra, d'ailleurs, comme 
dans le cas précédent, se servir de cette représentation pour des fonc¬ 
tions d’un nombre moindre de variables : par exemple, un simple 
point, où Ton imagine de la matière condensée en quantité tantôt plus 
forte et tantôt plus faible, suffira pour exprimer une fonction p — /(O 
d’une variable. 

Enfin, l’idée, non plus d'un changement d’état sur place, mais du 
mouvement proprement dit ou déplacement continu d une figure à 
trois dimensions, supposée déformable, conduit à une manière simple 
de se représenter simultanément trois fonctions quelconques, 

u z, t ), i), iv =/*(*,>'< 0» 

de quatre variables indépendantes x, v, - 5 , t> et cela sans faire inter¬ 
venir aucune autre notion extra -géométrique que celle du temps. 
Imaginons cette figure composée d’une infinité de points mobiles qui, 
à un certain moment ou plutôt dans un certain état, soit réel, soit 
seulement fictif, auraient occupé les diverses positions (x> y t z) de 
l’espace : convenant alors de définir ou de distinguer désormais cha¬ 
cun d’eux par ses coordonnées y, z dans cet état spécial, supposons 
qu'ils se déplacent arbitrairement, sans qu’aucun cesse toutefois d'être 
entouré constamment par les mêmes. Si l’on appelle », r, tv soit les 
nouvelles coordonnées de l’un d’eux (j?, y } z) à une époque quel¬ 
conque t , soit seulement les accroissements totaux, positifs ou négatifs 
qu’elles ont éprouvés à partir des valeurs, dites primitives, x, y y s, il 
est clair que, dans les deux cas, u y v, w pourront être trois fonctions 
quelconques non seulement du temps *, mais aussi de ces coordonnées 
primitives x> y, z> qui changent avec le point considéré. Donc trois 
fonctions de quatre variables indépendantes expriment toujours un 
certain mouvement des différents points d’une figure déformable à 
trois dimensions. 

Dans le cas où, les points de la figure se réduisant à un seul, on 
n’aurait pas à les distinguer les uns des autres, il ne resterait plus 
qu’une seule variable f, et, en appelant «a?, y f z f au lieu de w, r, tr, 
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lés coordonnées do mobile, on attrait trots relations de la forme 

jr^f KO, y-/ KO, 

pour exprimer toutes les circonstances du mouvement, savoir, d une 
part, la trajectoire, ou lieu des positions successives du mobile, d’autre 
part, la manière particulière dont celte courbe est parcourue. Ainsi, 
la description d'une courbe par un point mobile constitue une excel¬ 
lente représentation d'un système de trois fonctions quelconques d’une 
même variable indépendante. Ces fonctions se réduiraient d'ailleurs à 
deux, x — /i(/)» /t(0> s * la courbt était contenue dans le plan 

des xy y et à une seule, x-.f^t), si le mobile se déplaçait simplement 
en suivant l'axe des o\ 

Supposons enfin que les points de la figure considérée forment une 
file et puissent, par conséquent, se distinguer les uns des autres au 
moyen d’une seule variable, », qui sera par exemple leur distance à 
l’un d’eux, mesurée, le long de la file même, dans un certain état parti¬ 
culier (réel ou fictif) de celle-ci. Alors leurs coordonnées x, y, * à un 
instant quelconque seront fonction à la fois de t et de a; et l’on aura 
trois relations de la forme 

y=/K', * *=/a<7, *), 

pour exprimer soit, en y faisant varier/, la trajectoire de l'un quel* 
conque des points de la fde, soit, en y faisant varier a, le lieu de ces 
points à un moment donné /, c'est-à-dire la nouvelle forme prise par 
la file à ce moment. L’ensemble de toutes ces trajectoires et de toutes 
les files de points successivement dessinées par la file primitive con¬ 
stituera évidemment une sorte de réseau ou de tissu, infiniment mince 
mais ayant longueur et largeur, c est-à-dire une surface. Et il est clair 
d'ailleurs qu'on peut, à l'inverse, sur toute surface, tracer deux sys¬ 
tèmes de courbes, dont les unes soient les trajectoires d’une file 
de points qui coïnciderait successivement avec chacune des autres. 
Par conséquent, trois fonctions quelconques de deux variables in¬ 
dépendantes sont représentées simultanément au mojen d une 
surface sillonnée d'une certaine manière par une file donnée dé 
points. 

Tels sont les principaux exemples de fonction, à la fois très géné¬ 
raux et très simples, que fournit la Géométrie en s'aidant au besoin 
des notions élémentaires de densité et de temps, et qui sont propres à 
devenir comme des types concrets ou palpables de toutes les fonctions 
d'un nombre pareil de variables. 
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8. - Classification des foucttos** «u point de vue do leu* calcul, 
es fonction» algébriques et transcendantes de diverses espèces. 

Mais il ne suffit pas de savoir représenter graphiquement les fonc¬ 
tions; H importe aussi d'apprendre à calculer leur» valeurs, «actes ou 
approchées, au moyen d’opérations arithmétiques convenables effec¬ 
tuées sur les constantes de la question, qu'on doit supposer connues, 
et sur les variables indépendantes» A ce point de vue, si, d une part, 
afin de simplifier, Ton ne fait varier à la fois qu’une variable, que, 
d'autre part, les calculs dont les données seraient uniquement les 
autres variables ou des constantes soient censés faits, de manière à ne 
regarder comme véritables constantes de la question que leurs résul¬ 
tats, la fonction proposée rentrera nécessairement dans Tune des trois 
catégories suivantes : 

i° Ou bien cette fonction, que j'appellerai y% s évaluera par un 
nombre limité d'opérations algébriques (additions, soustractions, 
multiplications, divisions et extractions de racines), comme il arrive 
quand elle est définie au moyen d'une équation algébrique, résoluble 
par une formule générale à la manière de celles du premier et du se¬ 
cond degré, et ayant pour coefficients des polynômes affectés des 
puissances entières .r, .r 1 , æ*, ... de la variable x\ 

2* Ou bien le calcul de la fonction y exigera une infinité de telles 
opérations, quoique cette fonction soit encore racine d'une équation 
algébrique avant pour coefficients des polynômes en x, niais non ré¬ 
soluble par radicaux; 

3 “ Ou bien enfin, non seulement le calcul de y ne pourra pas se 
faire au moyen d’un nombre fini d'opérations; mais, de plus, la fonc¬ 
tion y' ne sera meme pas racine d’une équation algébrique ayant pour 
coefficients des polynômes en x . 

Dans Je premier cas, la fonction est dite algébrique explicite ou 
simplement algébrique, parce qu’elle se trouve exactement repré¬ 
sentée au moyen d’une expression algébrique , c'est-à-dire d’un en¬ 
semble de lettres et de nombres désignant des quantités, reliés par 
les signes d'opérations 4-, —, etc. Une pareille fonction est qua¬ 
lifiée, en outre, de rationnelle, quand elle exprime la racine d’une 
équation du premier degré et qu’il nV paraît, par conséquent, aucun 
radical ou exposant fractionnaire portant sur une expression oü soit 
engagée la variable Elle est dite, au contraire, irrationnelle, quand 
il y figure des radicaux affectant la variable x. Lorsqu’elle est ration¬ 
nelle, elle se ramène, en définitive, au quotient d’un polynôme par un 
polynôme; car des additions, des soustractions, des multiplications et 
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des divisions en nombre quelconque, effectuées sur des fractions algé¬ 
briques, donnent pour résultat une nouvelle fraction. Ainsi, toute fonc¬ 
tion algébrique rationnelle équivaut à une fraction rationnelle , de la 
forme 

ax n 1 i -i- — ,,. 

a* x*'-r b X A ~ X C X *' . . . 


Enfin, si le dénominateur de cette fraction se réduit à une constante, 
par laquelle on pourra diviser tous les coefficients a, b y c f .. . du nu¬ 
mérateur, la fonction devient un simple polynôme 


\x m — B A'»-* -r <î x m - * ..., 


où ne figurent que des indications d’additions, de soustractions et de 
multiplications : elle est dite alors entière . On l'appelle même fonc¬ 
tion linéaire, quand elle est seulement du premier degré, comme 
y — \ je h— B, et représentée ainsi géométriquement par une ligne 
droite. Ce cas particulier éminemment simple, auquel on cherche à 
rapporter tous les autres, est évidemment caractérisé par ce fait qu’à 
des accroissements égaux, de la variable il en correspond toujours 
d'égaux de la fonction et que, par conséquent, les accroissements de 
la fonction y sont proportionnels à ceux de la variable. 

Dans le second cas général, où la fonction r sc trouve racine d'une 
équation algébrique non résolue ou même non résoluble par radicaux, 
la fonction est dite algébrique implicite . On la qualifie ainsi à'algé- 
hrique, bien qu'aucune expression algébrique finie ne puisse repré¬ 
senter l'ensemble de ses valeurs, soit parce qu'elle jouit de propriétés 
très analogues à celles des fonctions algébriques explicites (le fait 
qu'une équation algébrique est ou non résoluble algébriquement 


n'infiuant pas sur les plus importantes de ces propriétés), soit aussi 
parce que la résolution des équations algébriques constitue en Algèbre 
comme une sixième et dernière opération, savoir l'opération algé¬ 
brique par excellence, comprenant les cinq premières (empruntées à 
l'Arithmétique), et même toutes leurs combinaisons possibles, comme 
cas particuliers, mais ne pouvant en général s'y réduire. Il est. d'ail¬ 
leurs, permis d’attribuer aux coefficients de l'équation qui définît la 
fonction y une forme entière et rationnelle en c'est-à-dire la fovme 
de simples polynômes; car si ces coefficients contenaient ou des dé¬ 
nominateurs, ou des radicaux, ou même des fonctions algébriques 
implicites de æ, on pourrait non seulement chasser les dénomina¬ 
teurs, mais aussi faire disparaître les radicaux et les fonctions impli¬ 
cites au moyen d'éliminations que l'Algèbre apprend à effectuer. 

Enfin, dans le troisième cas, la fonction, qui ne se trouve ni calcu- 
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labié par tin nombre fini «l'opération* arithmétiques, nimême racine 
rPtinè équation algébrique à coefficients algébriques en .*% est dite 
transcendante . Les moins compliquées de ces fonctions ont une ori¬ 
gine algébrique. Ce sont, par exemple : i° les irrationnelles à expo¬ 
sant incommensurable, comme .*V*, qui, comprises avec les fonctions 
algébriques monômes dans un même type, ,r OT , marquent, en quelque 
sorte, la transition des fonctions algébriques aux fonctions transcen¬ 
dantes; a a les séries convergentes à termes algébriques, mais dont la 
somme ne peut être exprimée par un nombre fini de pareils ternies; 
3 * enfin et surtout les fonctions exponentielles c*, <r r , dont il sera ques¬ 
tion bientôt, et leurs inverses, les fonctions logarithmes, qu'on écrira, 
par exemple, log.r. D'autres ont une origine géométrique* Les plus 
simples de celles-là se présentent dans le cercle et s’appellent fonc¬ 
tions circula ires ou angulaires , Ce sont les sinus, cos in us, tangente 
et cotangente qu’a fait connaître la Trigonométrie, ainsi que leurs 
inverses arc sinus, arc cosinus, arc tangente ci arc cotangente. Elles 
seront prochainement, dans ce Cours, l’objet d'une étude complé¬ 
mentaire. 

Mais la plupart des fonctions transcendantes ont une origine encore 
plus complexe. On peut compter parmi celles-là presque toutes les 
fonctions représentant les phénomènes naturels : comme leur connais¬ 
sance nous vient par l'expérience de quelques-uns de ces phénomènes, 
ou plutôt à l'occasion d’observations moins primitives et moins ou¬ 
bliées que celles qui nous ont suggéré les idées géométriques ou ana¬ 
lytiques fondamentales, on les appelle fonctions empiriques* Les 
géomètres réussissent souvent à les exprimer avec toute 1 approxima¬ 
tion désirable, du moins entre des limites suffisamment étroites, soit 
au moyen de fonctions algébriques que l'on calcule ensuite directe¬ 
ment, soit au moyen de fonctions exponentielles et circulaires qui 
s'évaluent en recourant aux Tables ordinaires de logarithmes, soit 
même quelquefois ait moyen de fonctions encore moins simples, pour 
lesquelles on possède ou l'on construit préalablement des Tables ana¬ 
logues à celles de logarithmes. Les fonctions transcendantes considé¬ 
rées deviennent ainsi, d’ordinaire, des séries et, généralement, des 
limites d'expressions d’une nature plus élémentaire, algébriques ou 
meme transcendantes. En tout cas, leur calcul exact demanderait une 


infinité d’opérations arithmétiques : ce qui n'a rien d’étonnant, puisque 
déjà, avec des nombres entiers pour données, une extraction de racine, 
ou même une division à effectuer en décimales, ne se terminent généra¬ 
lement pas. 

Pour nous faire une idée juste de l'infinie variété des fonctions 
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transcendantes, imaginons que Ton décrive au hasard dur* mouve¬ 
ment continu, dans un plan rapporte à deux axes rectangulaires Ojt, 
Oj, une courbe AM B. Une fois construite, elle détermine, par ^or¬ 
données PM ~y correspondant aux di¬ 
verses abscisses OP~~r, une certaine Kig. 5 . 

fonction y, parfaitement définie, de la va- yt 
riable x> Et il est clair pourtant que celte 
fonction n'obéit dans sa génération, lors 
de la description de la courbe, à aucune 
loi algébrique ou même géométrique (fui 
suffise pour l'exprimer : elle est donc, non 
seulement transcendante, mais même ir¬ 
réductible à toute autre. 

Par analogie avec les fonctions algébriques et transcendantes, lors¬ 
qu'un nombre incommensurable est racine d'une équation algébrique 
à coefficients commensurables, sa valeur est dite une irrationnelle 
algébrique (explicite ou implicite suivant qu'elle peut, ou non, s'ex¬ 
primer par radicaux); dans le cas contraire, qui se présente notam¬ 
ment pour le rapport r. de la circonférence au diamètre et pour la 

base e = lim -t- — des logarithmes népérien?, le nombre est qua¬ 
lifié de transcendant . 




DEUXIÈME LEÇON. 

VARIATION GRADUELLE DES FONCTIONS.—ÉTUDE DE CETTE VARIATION 
DANS LES FONCTIONS LES PLUS CSL ELLES ; FONCTIONS ALGÉBRIQUES, 
SÉRIES, ARCS DK COURBE, ETC. 


y. — Variation graduelle des fonctions ; de la dérivée» pente on fluxion 

qui l'exprime. 

Une propriété générale et naturelle des choses dont la grandeur 
varie est leur continuité ou, plus explicitement, leur continuité n?~ 
latice (c'est-à-dire proportionnée à cette grandeur même) : elle con¬ 
siste en ce que, si Tune quelconque des variables dont dépendent ces 
choses vient à changer, mais d'une fraction suffisamment petite de 
l'intervalle fini oit on doit la considérer» elles ne changeront elles- 
mêmes que d'une fraction aus»i faible que Ton voudra de leurs valeurs 
ordinaires ou moyennes. C'est tout au plus pour certaines valeurs 
isolées des variables» valeurs clairement indiquées d'avance par la 
nature même des choses en question, qu'il peut en être autrement et 
qu’il y a, comme on dit, discontinuité ou brusque variation de celles- 
ci. Or de là découlent deux caractères importants des fonctions algé¬ 
briques, et même de toutes les fonctions transcendantes exprimant 
des phénomènes naturels qui nous aient été jusqu'ici accessibles. 

Le premier consiste en ce que les fonctions sont continues, c'est* 
à-dire telles, que, si Ion fait croître leurs variables par différences 
assez faibles, elles éprouveront elles-mêmes des accroissements (posi¬ 
tifs ou négatifs) inférieurs à une fraction quelconque assignée de leurs 
valeurs (finies) et, par conséquent, à toute quantité fixe autre que zéro 
déterminée à l'avance, si petite qu'elle soit* C’est ce qu'on appelle 
simplement la continuité des fonctions» mais qu’on pourrait appeler 
aussi leur continuité absolue, pour indiquer que les changements y 
sont dits petits à raison de leurs valeurs absolues, sans qu'on ait à s’v 
préoccuper de leurs rapports aux fonctions elles-mêmes» à la grandeur 
desquelles l’unité de mesure choisie est justement proportionnée. 

Le second caractère consiste en ce que les fonctions dont il s’agit 
varient graduellement, c’est-à-dire presque uniformément pour de 
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accroissements très faibles <lea variables, ati par degrés successifs d'au¬ 
tant moins inégaux (comparés chacun au suivant) qu’on les prend 
plus petits» En d’autres termes, si Ton donne à la variable œ un 
nombre quelconque/x d'accroissements successifs égaux A, ne formant 
qu'un certain total If = nk assez faible, deux consécutifs des accrois¬ 
sements partiels correspondants A (positifs ou négatifs ) de la fonction 
y~f(x)i auront entre eux un rapport presque égal à l’unité, et ten¬ 
dant vers l'unité à mesure que n grandira ou que A y deviendra de 
plus en plus faible. La raison en est que, avec un accroissement h de 
la variable très petit, et constamment le meme quelle que soit la va¬ 
leur de x d’où l'on part, l’accroissement simultané 

/ r=/(x4-/i) ~f(T) 

dey constitue une nouvelle fonction de x, mais une fonction dont les 
valeurs sont extrêmement faibles et en rapport avec h lux-même : or, 
comme évidemment, quelque minime que soit A, cette petite fonction 
esta considérer dans le même intervalle total que la proposée f(x) y 
le principe de la continuité relative de s choses, supposé la régir, l’as¬ 
treint à ne changer que d'une fraction insensible de sa valeur dans 
toute fraction insensible aussi de cet intervalle total. Donc les n va¬ 
leurs successives de k que comprendra l'intervalle partiel H auront 
toutes entre elles un rapport presque égal à 1 , mais surtout deux 
consécutives lorsque, n devenant très grand, leur intervalle A devien¬ 
dra une partie de l’intervalle total incomparablement plus petite en¬ 
core que n’était IL 

Cela posé, choisissons une valeur de x correspondant au milieu 
environ de l’intervalle considéré II, ou, plutôt, marquons un inter¬ 
valle ^ H de part et d’autre d’une valeur donnée quelconque de je, et 
appelons : i° Ax tout accroissement, positif ou négatif, inférieur à £ 1F 
(en gramlcur absolue), reçu par x à partir de cette valeur fixe: 
a** Ay l'accroissement simultané de y. Si l'on prend extrêmement 
grand le nombre n des intervalles partiels A en lesquels on divise l’in¬ 
tervalle H, l'accroissement Ax pourra être mesuré avec une approxi¬ 
mation indéfinie en adoptant h pour unité, et contiendra cette mesure 
un certain nombre entier m de fois (positif ou négatif, suivant le sens 
où on la porte), avec un reste négligeable. Quant à Av, il se com¬ 
posera, sauf un reste analogue, de m accroissements presque égaux 
au premier d’entre eux A ou /(x-i-A) — /(x). En prenant n suffi¬ 
samment g^nd, on aura donc, avec une erreur relative d’autant plus 

faible que Ax sera lui-mènie plus voisin de zéro, Ay —: mk ou Ay ~ a /\ 
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vaque ni exprimera le quotient très élevé Ainsi, la propriété de 

graduelle variation revient à dire que des accroissements suffisam¬ 
ment petits \y d'une fonction sont sensiblement proportionnels à 

ceux Ax de la variable, ou que le rapport de pareils accroisse¬ 
ments simultanés ne varie plus d’une manière appréciable, si petit 
qu y devienne Ax. 

Autrement dit, le rapport 

Av _ fi t — A t ) - • f\ .r \ 

X# ~ Ax * 


de l'accroissement de la fonction à celui de la variable, tend vers une 
limite déterminée quand ce dernier s’évanouît. Cette limite, d'où Ax 
a disparu, mais qui dépend encore de x y est évidemment une nou¬ 
velle fonction de x , à laquelle la loi de la continuité relative des 
choses s'appliquera comme à /(x). On l'appelle la dérivée de /(x). 
Newton la désignait par la même lettre que la fonction proposée elle- 
même, mais surmontée d’un point. Lagrange a remplacé le point par 
un accent qu‘on met à la suite. Par exemple, la dérivée de y ou de 
/(x) s’écrira soit/', soit /'(x). 

La dérivée y peut recevoir d’autres noms, suivant le mode de re¬ 
présentation qu’on adopte pour la fonction. 

Si celle-ci, y ■=:f(x) > est figurée par une courbe, AB, rapportée à 

un axe horizontal Ox des abscisses et à un 
r> ' axe vertical Or des ordonnées, les accrois- 
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sements, Ax et Av, éprouvés par les coor¬ 
données x et y quand on passe d’un point 
M à un point voisin M', se construisent 
en menant les deux ordonnées correspon¬ 
dantes MP, M'P', et en les coupant par 
l’horizontale MH, de manière à obtenir 
l’accroissement IIM' de l'altitude v entre 

t 

les deux points M et M'. La projection ho¬ 
rizontale PP' ou MH de la corde MM' qui 
les joint exprime évidemment Ax, et l’élé¬ 
vation 1IM'( positive ou négative) de \F au- 


dessus de M exprime A/. Le rapport 


~ n'est donc autre que 


H\r 

MH 


ou, justement, ce qu'on appelle la pente de la corde MM'. Il fixe la di¬ 
rection de celte corde; car il égale, dans le triangle rectangle MHM', 
la tangente trigonométriquede l'angle IIMM' qu’elle fait avec l'horizon- 



3» 


TAVOE.VÏK A UXB COI'tlBK Cf. À N K. 


taie MH ou avec Taxe parallèle O# des abscisses. Dire que ce rapport 
ne varie plus sensiblement lorsque Ax, déjà suffisamment petit, tend 
vers zéro, ou lorsque le point M' se rapproche de M, c'est donc dire 
que toutes les très petites cordes émanées de M ont presque la 
même direction ou que, prolongées indéfiniment, elles tendent vers 
une certaine droite limite, vers une tangente , à mesure que leur 
second point d'intersection M' avec la courbe se rapproche du pre¬ 
mier M. 

Ainsi, la propriété, que possèdent les courbes, d'avoir en chacun de 
leurs points une tangente, ou une direction déterminée, n'est pas 
autre chose qu'une forme géométrique du principe de la graduelle va¬ 
riation des fonctions et, par suite, de celui de la continuité relative 
des choses. 


Comme tous les rapports, ~ , d'accroissements partiels simultanés k 
et h compris dans A v et dans Ax (mais d'ailleurs quelconques), diffèrent 

de moins en moins de ~~ à mesure que Ax se rapproche de zéro, le 
.Av • • • 

rapport tend à devenir, à la limite, la pente non seulement d’une 


corde, mais de tout son arc, qui. ainsi, au moment de s'annuler, est 
infiniment près d'affecter dans ses diverses parties, aussi nombreuses 
encore, que fou voudra, une direction unique parfaitement déter¬ 
minée; et, quoique corde et arc se réduisent enfin au seul point M, 
néanmoins, en vertu du principe de continuité énoncé vers la fin du 
n°3( p. 5), il subsiste alors d'eux cette direction, qu'ils impriment, en 
disparaissant, à la tangente MT. Aussi dit-on indifféremment que la 
dérivée y r est la pente soit de la tangente MT, soit de la courbe au point 
M ; et Ton peut, par extension, appeler pente d’une fonction sa dé¬ 
rivée. 


• Av * » 

Quand Taxe O y devient oblique sur Ox, le rapport y et sa limite 

r f cessent d'ètrc, pour la corde MM'ou pour la tangente MT, ce qu'on 
appelle la pente; mais Us continuent à en être le coefficient angulaire, 
rapport constant des deux accroissements variables qu'éprouvent le 
long de la droite considérée, à partir d'un point, M(.r, r) par exemple, 
de celle-ci. l'ordonnée et l'abscisse. Si donc ,r x et y t désignent les 
coordonnées courantes de la tangente, c'est-à-dire celles d'un point 
quelconque T qui >'v trouve situé, il viendra toujours, pour l'équation 
de cette droite. 


v, —r , 

■ — V ou )'i —r— 

,r 4 — r * ' 
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Papous maintenant à un antre mode de représentation (te ta fonc¬ 
tion donnée, et supposons que cef!è~eî, désignée par p = f(t) y mesure 
aux diverses époques t une quantité de matière variable, accumulée 
dans une région donnée de l'espace. Alors son accroissement Ap ( po¬ 
sitif ou négatif), simultané à un très petit accroissement positif A£ 
de la variable, exprime la quantité de matière qui a, durant cet instant 

A/, afflua du dehors dans la région dont il s'agit; et le rapport ~~ y 

•ifr 

constant quand on suppose cette affluence pareille pour des temps 
égaux ou proportionnelle au temps, est ce que deviendrait, dans cette 
hypothèse simple d une affluence uniforme, l'accroissement As de la 
quantité de matière, si l'on prenait A t c'est-à-dire au bout d*un 
temps égal à l'unité choisie de durée. Or, à cause même de l’existence 
de la dérivée f /'(/), l’uniformité tend, en effet, à se réaliser, pen¬ 
dant tous les petits temps successifs en nombre m quelconque con¬ 
tenus dans A/, lorsque s'approche indéfiniment de zéro. Donc la 

dérivée/'(J), limite du rapportreprésente, pour l’époque pré¬ 


cise t, Y afflux de matière rapporté à V unité de temps ♦ Aussi, à ce 
point de vue, peut-elle s'appeler simplement le flux ou, comme disait 
Newton, la fluxion de la fonction p ; et Newton qualifiait celle-ci. 
par opposition, de quantité fluente, c'est-à-dire s’écoulant ou va¬ 
riable. 

La fluxion est ainsi l'expression d'un changement effectué surplace, 
ou plutôt de la rapidité de ce changement à un moment donné. 
Mais elle devient celle d’un changement de place ou mouvement pro¬ 
prement dit, quand la fonction, que j’écrirai æ = /(/), est une coor¬ 
donnée x d'un point mobile. Alors la dérivée f’(t) représente l’accrois¬ 
sement qu'éprouverait la coordonnée en question dans l’unité de 
temps, ou le chemin qui s'y trouverait parcouru suivant le sens de 
l'axe coordonné correspondant, si le mobile continuait à se mouvoir, 
pendant toute cette unité de temps, comme il le fait au moment que 
l’on considère. Elle prend le nom de vitesse et devient évidemment 
l’expression, la mesure même du mouvement. C'est, à proprement 
parler, cette vitesse que Newton appel ai t fluxion : dans un écoulement 
de liquide (qu'on pourrait prendre comme image du mouvement), 
elle représente à chaque instant, au moins proportionnellement, le 
flux ou le débit, volume fluide (rapporté à l’unité de temps) qui 
passe alors par un endroit donné, et son nom de fluxion sc trouve ain»i 
parfaitement justifié. 



PftOPftlKïKS GÉNÉRALES I>E LA &ÉlUVÉKr 


& 

10. — Bxprôflaloü, par là dérivée. d'dà rapport d'accroissements finis; 
invariabilité de la fonction quand la dérivée s'annule; théorème de 
Rolle. 

De ce qui précède, U résulte évidemment que deux accroissements 
finis (et non plus insensibles), Ax et Ay, de la variable x et de sa 
fonction continue y=f(x), résultent toujours, quelle que soit leur 
grandeur, de l'addition d'accroissements successifs très petits, positifs 
ou négatifs, /*„ h ti ft m pour la variable et k u Â„ .. k m pour 

la fonction, dont les rapports respectifs ? ■-, ~ 4 , .... ?" tendent à 

«i «i Am * 

mesure que le nombre m augmente et que chaque accroissement di¬ 
minue, vers les diverses valeurs de la dérivée/'( x) correspondant aux 
valeurs de la variable intermédiaires entre les deux, x et x 4- Ax, que 
Ton considère. De pins, les dénominateurs A u /*„ . h m peuvent 
être supposés tous de même signe, puisque rien n e m pèche même de 
les prendre égaux. Or le théorème relatif à l'addition terme à terme 
de rapports inégaux (p. îa), déjà appliqué plusieurs fois, montre 
que, si Ton forme les deux sommes \y = k i -h 4-,.. 4- /- /lt et 

Ax — //, ft t rr ... -+* h m , indépendantes de m, le quotient ^ sera 

1 A.r 

compris entre le plus petit et le plus grand des rapports .... 

«1 h t 

k * 

~ et, par suite, èntre leurs valeurs limites qui sont la plus petite et 

la plus grande que reçoive la dérivée f quand sa variable va de x à 
x 4- Ax. Ainsi, le rapport de tout accroissement d'une fonction con¬ 
tinue, à l'accroissement simultané de sa variable, se trouve compris 
entre la plus petite et la plus grande des valeurs de la dérivée dans 
l'intervalle même que représente cet accroissement de la va¬ 
riable . 

On déduit immédiatement de ce principe : t° que, si, dans un cer¬ 
tain intervalle, la dérivée f est positive ( tout en pouvant s annuler 

pour des valeurs isolées de la variable ), les rapports ^ y seront po- 

sitifs ou que, en d’autres termes, la fonction y variera dans le même 
sens que sa variable, croissant [quand elle croîtra, décroissant quand 
elle décroîtra ; 3* que si, dans un certain intervalle, la dérivée est né¬ 
gative ( tout en pouvant encore avoir de distance en distance des va¬ 
leurs nu lies), (a fonction y variera en sens inverse de sa variable, 
décroissant quand elle croîtra, croissant quand elle décroîtra ; 3 ° enfin, 
que si, dans un certain intervalle, la dérivée s'annule constamment, 

B. — I. Partie élémentaire. 3 
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le» rapports s’y annuleront de même» on que la fonction y sera 

constante , Réciproquement, dans tout intervalle ou la fonction varie 
suivant le même sens que sa variable, la dérivée, évidemment inca- 

pable d’y devenir négative (comme limite de rapports positifs), ne 

peut même mille part s'annuler d'une manière continue, sans quoi 
y cesserait d'y varier, et elle est positive ou ne s'annule qu’acciden- 
tellemenl. De même, dans tout intervalle où fa fonction varie en sens 
inverse de sa variable, la dérivée est évidemment négative, tout en 
pouvant s'annuler pour des valeurs isolées de sa variable. Et quant an\ 
endroits où la fonction resterait constante, la dérivée y serait nulle 


U' 

d’une manière continue, vu qu‘on y aurait constamment — = o et, 


par suite, limite de* - o. Ainsi, une corrélation parfaite existe 

entre le mode de variation d’une fonction et le signe de sa dérivée* 

I! suit encore de là que deux fonctions u> v, dont les dérivées w', **' 
sont égales pour toutes les valeurs de la variable x, ne peuvent dif¬ 
férer que par une constante . En effet, leur différence u — v varie 
évidemment, quand x reçoit un certain accroissement Ix, de l’excé¬ 
dent lu — Iv de l'accroissement correspondant de u sur celui de v ; 

de sorte que la dérivée de u — v est la limite du rapport ~ * 

ou égale, par conséquent, la quantité té — <»', constamment nulle 
quand les dérivées u* et ç* clés deux fonctions proposées ont les mêmes 
valeurs. Ainsi, la différence u — ç se réduit bien à une constante. 

Sous une forme plus géométrique ou plus concrète, cette proposi¬ 
tion revient à dire que les ordonnées u — f{x) d’une courbe sont dé¬ 
terminées, dès quon donne ses pentes successives f\x) en fonction 
des abscisses x et, en outre, l’ordonnée particulière correspondant 
à une seule abscisse, dite initiale , que j'appellerai # 0 * Car, si v~F( j?) 
est l'ordonnée de toute courbe ayant ses pentes F'(.a:) égales aux pentes 
données f\x) de la proposée, les deux fonctions u , e, à dérivées con¬ 
stamment égales, garderont sans cesse entre elles leur différence pri¬ 
mitive, nulle par hypothèse quaud la valeur correspondante F(<r 0 ) de 
v doit être précisément celle, f(x 0 ), de u . Donc on aura bien, quel que 
soit x t v = «, et une seule courbe sera possible, 

•iv . • 

Mais revenons au rapport ^ des accroissements simultanés éprou¬ 
vés par une fonction y ^f(x) et par sa variable x lorsque celle-ci 
passe de la valeur x à la valeur x -h A.r, rapport compris entre la plus 
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petite et la plus grande des valeurs que reçoit dàns t'intervaile la dérivée 
y\ D'ordinaire, cette dérivée f est continue; ce qui signifie qu'elle 
«e va de sa plus petite à sa plus grande voleur, ou vice versa, que par 
des variations insensibles et, conséquemment, en prenanttoute> 

valeurs intermédiaires, y compris celle qui égale -- » Si cloue on np~ 

pelle ô \x une fraction convenablement choisie de JLr,ou 0 un certain 
nombre compris entre zéro et i (eu sorte que æ -- 0 Ax puisse représen¬ 
ter suivant les cas toutes les valeurs intermédiaires entre x et. /• -- ax), 

la valeur de x qui rend la dérivée égale au rapport considéré ^ 

pourra s’écrire x ~~ Û*Ax; et l’on aura 


Ax “ f “ f) * T} ou - fUx -- 0 Ax) Ax, 


Cette formule permet de démontrer une importante proposition, 
qui s’énonce ainsi : Lorsqu une fonction, continue dans un certain 
intervalle ainsi que sa dérivée, y passe deux fois par une même 
valeur, il existe , entre les deux valeurs correspondantes de la va¬ 
riable, une troisième valeur annulant la dérivée . On peut appeler, 
en effet, x, x-b Ax les deux valeurs de la variable pour lesquelles la 
fonction atteint la grandeur considérée, et, en faisant alors Av = o, 
la formule donne bien /'(x 4- Q Ax) = o* 

Si la dérivée f{x) n’était pas continue, le théorème d‘où l'on a 
déduit cette formule montrerait seulement que la plus petite et la 
plus grande des valeurs de f\æ) comprendraient entre elles le rap- 

port nul et que, par conséquent, cette dérivée changerait de 

signe pour une certaine valeur (de la variable) intermédiaire entre ./• 
et x 4- Ax. 

Quand une équation est de la forme f(x) =0, avec un premier 
membre f(x) fonction continue, ainsi que sa dérivée f(x) t pour 
toutes les valeurs finies de x, deux quelconques des valeurs de x qui 
font acquérir à/(x) la valeur zéro en comprennent donc au moins une 
annulant/'(x). Ainsi, entre deux racines consécutives de Véquation 
proposée f(x)z=z o il en existe au moins une de Véquation déri- 
véef\x) rro, et, par suite, entre deux racines consécutives de l’équa¬ 
tion dérivée f(x) — o il ne peut en exister plus d’une de l'équa- 
tionproposée/(x)=z o. C’est le théorème de Rolle, qui permet, si 
Ion sait résoudre V équation dérivée f(x) = o, de séparer les racines 
de/(jp) —o, puisque celles mêmes de /'(x) = o, rangées par ordre 
de grandeur entre — 00 et 4- oc, constitueront avec ces valeurs extrêmes 
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— » fit r x une série île limite* dans chaque intervalle desquelles il 
existera an plus une racine def(x) tt: o. 

Revenons encore à la formule A y ~y'(,r4-<) xr) Xx» Lorsque Xx y 
tend vers zéro, f*(x -f- 0 A.r) tend vers /'(a), et, en appelant g la 
quantité cvanouàmnte f\x T-Ôli-) —/'(.r), *1 vient 

A)' ^ 

relation importante, que nous aurons à considérer plus loin. 

IL — Dérivées des fonctions élémentaires de l'analyse et de leurs com¬ 
binaisons les pins simples : somme on différence, produit, quotient. 
Discontinuité d’tin quotient qui passe par l'infini. 

Résumons ici les démonstrations d’un Cours antérieur, qui prouvent 
directement l'existence de la dérivée dans toutes les fonctions élémen¬ 
taires de l'analyse, tant algébriques que transcendantes, et dans leurs 
combinaisons les plus simples. 

Et d'abord, si Ton considère une somme ou une différence, comme 
(( + —(v, de fonctions «, v, w dépendant d'une certaine variable x 7 

il est clair que son accroissement correspondant à un accroissement 
A x de cette variable sera la somme ou la différence des accroissements 
simultanés A«, Ac, Aiv de ces fonctions. Far suite, en divisant, par 
exemple, A« 4 - Ar — Atv par Xx et en faisant tendre ensuite Aj? vers 
zéro, on verra que la dérivée d’une somme ou d'une différence est la 
somme ou la différence des dérivées de tous les termes entrant dans 
son expression . Si quelqu’un des termes était constant, c'est-à-dire 
indépendant de la variable considérée «r, sa variation et, par consé¬ 
quent, sa dérivée seraient nulies. Mais si l'un d’eux se réduisait à 
cette variable x, sa dérivée, quotient limite de Au? par Aj?, vaudrait 
évidemment i. 

Le cas où il s’agit d'une somme u -b u -b u 4- ♦.. d'un certain nombre 
a de termes égaux conduit à celui d'un produit de la forme au } ayant 
un facteur constant. II est clair que la dérivée w'-b //' + ... est 

alors ait*, même quand a se trouve ensuite divisé par un nombre entier 
soit positif, soit négatif, ou devient une fraction et, comme cas limite, 
une quantité constante quelconque; car, d’après la définition meme 
du produit au r ce produit, ses accroissements et sa dérivée se trouve¬ 
ront divisés par le même nombre. Ainsi, la dérivée du produit d'un 
facteur constant par un facteur variable est le produit du facteur 
constant par la dérivée du facteur variable . 

Passons maintenant à un produit/= uv de deux facteurs w, ** va- 
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riabfës Ions les deux. Si Ton fait croître x de A#, a croit de Au, v de 
Av, y de Ay, et I on a 

Ar =: (« A«)f v -r Ar ) — uv — t'iw + u Ar Au Av; 

d'où, en divisant par Ax, 

Ar Au Av Am , 

*r— =* p “ * u -— — ■*— Ai*. 

Ax Ajc A,r Ax 

Enfin, faisons tendre Ar vers zéro, et passons à la limite en obser- 
Au « 

vant que — Av y devient <r Av ou zéro. Nous aurons simplement 
/=w/' -h uv 1 et, en divisant par y = «v, 


L 

y 


' U 1 


U 


L 

v 


Ainsi, la dérivée d'un produit divisée parce produit est la somme 
des dérivées de ses facteurs divisées de même par ces facteurs res¬ 
pectifs* Or il est clair qu'une pareille loi est générale ou s'étend au 
cas d'un nombre quelconque de facteurs ; car, si l'on décompose l'un 
des deux considérés d'abord, v par exemple, en deux nouveaux fac- 

teurs u», tv ti la même démonstration permettra de remplacer ~ par 

# 1 ^ 

tV iV < « « , 

“ -+- et ainsi de suite quand on opérera de nouveaux dédouble¬ 
ments d'un facteur en deux autres. 

Donc, en général, si y = uvw* .., on aura 


0 ) 


y 

y 


U 


V 

V 


w 

w 


En multipliant les deux membres par y = «w..., on verra que la dé¬ 
rivée d'un produit est la somme des produits qu'on obtient en mul¬ 
tipliant la dérivée de chaque facteur par le produit de tous les 
autres* 

Si la fonction donnée y est le quotient, y _ ~ , de deux fonctions u 
et v de x y u sera le produit de v par y et la formule (1) donnera 

u r v 1 y* 

- ,- r I 

« — ■ - ■» - — ^ 

« v y 

ou bien, en transposant et multipliant finalement par y 


u 

v 


(*) 


— i£ v’ ^ vu '— uv' 


u 


uv 


y 


vu 


uv 


Ç* 
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Ltr dérivée d'nn quotient égaiedoncte rapport au carré du div$« 
seur, de. l'excédent du produit du diviseur par la dérivée du divi¬ 
dende sur le produit du dividende pur la dérivée du diviseur . 

Le quotient ~, où j'admettrai que u et v soient deux fonctions finies 

et continues pour toutes les valeurs finies de la variable x } présente 
souvent une particularité remarquable, due à ce que la division de¬ 
vient une opération illusoire , c’est-à-dire ne donnant plus de résultats 
précis lorsque son diviseur est zéro. Si, en effet, x reçoit une valeur, 

a, annulant <% le quotient - sera par lui-même % comme on sait, ou 


indéterminé ou dépouvu de sens, suivant que u, en même temps, s’an¬ 
nulera ou ne s'annulera pas. Mais cette valeur de x ne doit pas être 
considérée seule, puisque x est une variable; et le principe d'unité 
ou d'ordre, déjà appliqué à plusieurs reprises, dont ii a été parlé vers 
la fin du n* 3 (p. J), oblige de supposer continue une fonction toutes 
les fuis qu'on est indécis sur sa valeur. On ne devra, par conséquent, 

attribuer au quotient pour x r- a t que des valeurs Jaisant suite à 


celles qu’il reçoit quand x diffère de moins en moins de a . On verra 
plus loin que ce principe lève, la plupart du temps, la difficulté, ou 
détermine tout à fait la fonction, dans le cas où u s’annule en même 
temps que «*. Mais, dans le cas contraire où u diffère de zéro pour 
je -=r. ✓?, il est clair que la fonction grandit indéfiniment (en valeur ab¬ 
solue) à mesure que son dénominateur approche de zéro; de sorte 
qu'on est conduit à lui attribuer, pour x r= a> soit une valeur infinie , 
si ç s’annule sans changer de signe ou que toutes les valeurs très 
grandes considérées du quotient aient le même signe, soit même deux 
valeurs infinies, l'une positive et l'autre négative, si, comme il arrive 
d fc ordinaire, v change de signe en s’annulant, et qu'il y ait ainsi lieu de 
faire suite (autant que possible), pour x tzo, à des valeurs de signes 
contraires se rapportant, les unes, aux valeurs de x inférieures à a, 
les autres, aux valeurs de x plus grandes que a . On dit, dans ce der¬ 
nier cas, que la fonction passe brusquement, pour xzna, de —oc à 
x ou de 4- oo à — x, suivant que ses valeurs pour x moindre que 
a sont négatives ou positives, Mais, qu'elle change ou non de signe, 
elle y passe par Vinfini f ce qui suffit pour la rendre discontinue à 
l'instant où x — a, En effet, si peu qu’on fasse varier x à partir de la 
valeur dr, ce n’est pas un changement très petit qu’éprouve en même 

temps le quotient ~ » comme il le faudrait pour la continuité, mais un 
changement infini ou dépassant toute limite* Et la dérivée de - devient 
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infinie en môme temps que-; car, dans le voisinage, là où les varia¬ 
tions de la fonction sont déjà hors de toute proportion avec celles de 
la variable, cette dérivée ne peut manquer d'ètre extrêmement grande 
(en valeur absolue), et d'autant plus qu’on est plus près de la valeur 
critique x : a . 


M. •- Suite : dérivée d'une puissance. — Démonstration de i'eadtotence 

du nombre e. 


Si, dans un produit y—~ uvw ... de « facteurs «, i\ «»,..ceux-ci 
deviennent égaux, ou que l’on ait k—« n > la formule (1) se réduit à 
• nu* 

• Or la même relation simple continue à avoir lieu quand n 

y u 

est un nombre entier négatif (—► /»), cas où, par définition, u n ex¬ 


prime le quotient — : en effet, la première formule (2), en rempla¬ 
çant dans son second membre a par 1, v par u m et, par suite, res- 

, //' . r mu . i» y — imi 

pectivement, — par zéro, - par donne bien ~ t= - -— 


nu 

u 


Et elle s’étend également au cas de n égal à une fraction quelconque ^ 

(où l’on peut toujours supposer le dénominateur q positif), cas où, 

par définition, u n n’est pas autre chose que la racine sup¬ 
posée réelle, mais prise avec l’un quelconque des signes qu’elle 
pourrait comporter. Alors les deux expressions y?, u p > à exposants 
entiers, représentent identiquement la même fonction, dont la dérivée 
divisée par cette fonction elle-même vaudra, par suite, à volonté, 

soit , soit Il vient donc encore - u - • Ainsi, quel 

y u y q u u 1 

que soit l’exposant n, positif ou négatif, entier ou fractionnaire et 

même (par raison de continuité) incommensurable, le rapport de 

nu* 

la dérivée de u n à celte fonction u * elle-même a pour valeur —* 

K 


On en déduit que la dérivée d’une puissance quelconque, u n , de 
toute fonction «, s'obtient en diminuant algébriquement l'expo¬ 
sant d'une unité, puis en multipliant le résultat par l'exposant 
primitif et par la dérivée de la fonction u. 

Supposons, par exemple, qu’on ait n —- - ou qu’il s’agisse d’obte- 


^ H' 

nir la dérivée de \fu : il viendra ~ c’est-à-dire Ainsi, la 
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dérivée d'un radical carré est le quotient de tà dérivée de la quàn~ 
iùê sous le radical par le double du radical . 

Dans le cas particulier où la fonction n n'est pas autre chose que fa 

variable meme x el où l'on a, de la sorte, \u r= JLr, — = r, «'rzi, il 

vient, comme dérivée de x n , y' ~ nx n ~ l * Cette expression se réduit 
sensiblement à y'~ n lorsque x n ~~ l différé très peu de l'unité : ce qui 
arrive toujours quand x en diffère lui-même suffisamment peu. Par 
conséquent, si x éprouve, à partir d'une première valeur ,r = i, un 
accroissement U assez faible pour que, dans tout cet intervalle II, 
l’écart de x n ~ l d'avec Tunité reste une très petite fraction de celle-ci, 
ou aura, d’après une formule précédente (p, 35 ), où il faudra poser 
Sx = H et i/ = (i +H)*— i, 

( ï -H H)" — I as H IIi r ““ 5 ), 

r -f*e exprimant un nombre, très peu différent de i, compris entre les 
deux valeurs extrêmes i et (i -hH)*” 1 de j?*- 1 . Or (i-f- H)*-*, quo¬ 
tient de (t par i hh II, s'écartera peu de l’unité, et il en sera, 

par suite,de meme du rapport i-f- s des deux expressions (i -r II)* —I, 
«H, si (i-MI)" diffère peu de i en même temps que i -h H. Mais, 
pour de petites valeurs successives de H s’éloignant de plus en plus 
de zéro, les deux fonctions (i -h H) b — i, n II s'en éloignent toutes les 
deux de plus en plus, et, dans ces conditions de petitesse de II, leur 
quasi-égalité relative, même en cessant d'être fort approchée si (ï-h II )* 
commence à différer sensiblement de I, ne permet pas à la première, 
(x Hh* H)**— r, de s'y écarter d'une manière un peu notable de zéro sans 
que la seconde, «H, en fasse autant; de sorte que, pour les faibles va¬ 
leurs considérées de II, ces deux fonctions restent, ou non, fort voisines 
de zéro toutes les deux à la fois. Ainsi, dire que i -t- Il et (i4- H)* 
diffèrent peu de x équivaut à dire que II et «H sont très petits par 
rapport à l’unité; et la formule ci-dessus peut s’écrire encore 

(3) (pour H et ni! très petits) ( i -4- H)* = i hh nll(i — t), 

e tendant vers zéro quand le plus grand (en valeur absolue) des deux 
nombres H, «II y tend lui-mème. 

Cette relation ( 3 ) mérite l'attention; car, si l'exposant n y est une 
quantité continue, recevant par conséquent des valeurs incommensu¬ 
rables, le premier membre est transcendant, tandis que le second, où 
n se trouve devenu un coefficient, est algébrique, quand on le réduit, 
avec une approximation susceptible de grandir indéfiniment, à i -h n H. 
La formule établit donc comme un passage de l’algébrique au trans~ 
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Cendant, on le^ relie I T »w à l’autre, quoique ee |tassage ne soit, pour 
âin&i dire, qu'un simple point de contact, puisqu'il ne concerne que 
les puissances de nombres très voisins de i ayant elles-mêmes leurs 
\aleurs très voisines de l’unité. 

Aussi tirerons-nous un grand parti de la relation (3). Servons- 
noos-en ici, d’abord, pour prouver l’existence de ce quon appelle le 

nombre e, c'est-à-dire d'une limite de l’expression (t-r* dans 

laquelle m désigne une quantité qui grandit indéfiniment. II faut, 
pour cela, montrer que, m étant déjà supposé suffisamment grand, le 

nombre 


(' + in) 


que j appellerai E, diffère aussi peu que l'on veut 

de la nouvelle valeur, Ej — ( i ■+■ > qu'il recevrait, si m prenait 

toute autre valeur absolue plus grande et devenait X*iw, où h serait 
ainsi un facteur positif ou négatif supérieur à l'unité, mais d'ailleurs 
quelconque. 

En effet, si, dans (3), on fait H = --et n = A*, le produit n II = j- 
sera fort petit, et cette formule (3) donnera 

i ' * 


d’où 


{'-À) 


~ I 


I *4- £ 

m 


* m 


1 ni m 


) 


ou Ei =( 

et, en divisant par E, c'est-à-dire par (i -r- > puis appelant s, le 

quotient (sensiblement égal à e) de s nar i , 

1 m 


( ï £ \ « 
I _j-b — \ 

m m \ 

~T~) 


V m ! 


Appliquons enfin à l'expression -t- * la formule (3), en y po~ 

jfî j ^ 

sant H = a ce qui donnera comme résultat, à fort peu près, 

i H- S| ou, par suite, i 4-s; et il viendra, très sensiblement, 


Ïj = i-*-ï, H,-E=Es. 


Donc, quand la valeur absolue de m, supposée déjà assez grande, 
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U 

croit jusqu'à l infirtï r E ne varie plus que dans un rapport insignifiant et 
reste fini. Or imaginons que Ton recommence le raisonnement, mais 
en prenant m do plus en plus grand, afin que s, qui tend vers zéro avec 

~ ? décroisse indéfiniment. Puisque nous savons que E ne dépassera 

jamais une certaine grandeur, le produit Es, expression des change¬ 
ments ultérieurs de E, tendra bien vers zéro; et, par suite, E ou 

(r- 1 | s’approchera bien de la limite qu’on désigne par la lettre e. 

Cette limite n'est évidemment pas moindre que r, puisque, si m se 

f j ' Ht 

trouve, par exemple, positif, ( i — j est constamment supérieur à 
l'imité. 

De ce que ( r ~ ~J tcnt ^ vers l a limite e } il suit, en élevant ce 
nombre e à une puissance quelconque, dont j’appellerai x l'ex- 

( l \ mx 

1 ~f - ~ J y ou de 

( i -r- - — J * Or H suffit que x diffère de zéro pour que le produit 

mx reçoive successivement, à mesure que ta grandit, toutes les va¬ 
leurs absolues très grandes. Donc mx est, comme m y un nombre po¬ 
sitif ou négatif indéfiniment grandissant, et peut s’appeler également 
m. On a ainsi la formule 


<•> 


/ *V \ f# * 

e x rlimite de ( 1 H- ~ J quand ni est très grand. 


Elle établit, pour toutes les valeurs finies de la puissance e*\ du 
moins en y faisant ni commensurable, cette réduction approchée du 
transcendant à l'algébrique qu’opérait la formule (3) dans le cas de 
puissances très voisines de i. 

Et cela résulte au fond, comme on voit, de la même formule (3), 
qui nous a permis de démontrer la quasi-invariabilité de l’expression 


( r ~ aï ) * a uan(i m J var * e sans cesser d'etre très grand ; de manière à 


nous donner le droit de maintenir constant et commensurable, quelque 
valeur que x reçoive, l'exposant mx y en faisant porter les varia¬ 
tions dues aux changements de x sur l’expression entre pareil- 

thèses i-- i -*—— i devenue alors de la forme i -b -- 

m mx const. 
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DÉRIVÉE DES PONCTIONS INVERSES* 

f$*. - Suite : dérivée d*tme série. 

(Compléments, p, i*). 

!4. — Dérivée d’une fonction inverse* 


Les considérations géométriques facilitent souvent les calculs de 
dérivées, ou conduisent du moins à des formes intéressantes des ré¬ 
sultats de ces calculs» 

Si, par exemple, étant donnée une fonction y :- /( x), ou plutôt sa 
dérivée/'( .r), pour x correspondant à une 
certaine valeur désignée y de la fonction, 
on demande d’obtenir la dérivée de la 
fonction inverse x = ( y) à l'Instant où y 
y reçoit cette valeur, il suffira de repré¬ 
senter les deux fonctions /, s par la môme 
courbe plane AB, rapportée à deux axes 
rectangulaires O x, O y et considérée, d'une 
part, dans la figure O M'MB qu'elle forme 
avec Oo*, figure exprimant la fonction 
directe y~f(x), d'autre part, dans celle, qu’elle forme 

avec O y, figure exprimant la fonction inverse x:..z(y). Les deux 
pentes, représentant f'(x) et de * a tangente MT par rapport 

aux axes Ox t Oy ou à leurs parallèles M*r f , M/', seront les tangentes 
trigonométriques des deux angles jr'MT, /MT complémentaires; et* 
par suite, d’après une propriété connue des tangentes de pareils 
angles, leur produit vaudra l’unité. On aura donc 


Fi*. :• 



*;) 


= i; d ’ où *\y) — 


fK*> 


C’est ce qu’on énonce en disant que tes dérivées de deux fonctions 
inverses sont V inverse U une de Vautre ou ont pour produit V unité. 
On Taurait, du reste, trouvé encore plus directement, si l’on avait 
dégagé de la démonstration précédente ses éléments essentiels, en re¬ 
marquant que deux memes accroissements très petits, Sx et A y, des 


variables ,r et y, servent à calculer les deux rapports^- et ~ > qui de- 

viennent, à la limite, les deux dérivées respectives o'(y). Or, 

ces rapports ayant pour produit TuniLé, il ne peut en être autrement 
de leurs limites. 


13. — Dérivée d'un arc de courbe. 

Une construction très simple fait, de môme, connaître la dérivée de 
l’arc, ou du chemin, que parcourt un mobile dont les trois coordonnées 
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-« 

xr % y f par rapport à *n* système d'axes rectangulaires, sont trois 
fonctions données/,, du temps /. Ce chemin, qu'on désigne d'or¬ 
dinaire par s, se compte à partir du point particulier A {fi%. 8 } de b 
courbe décrite, où se trouvait le mobile à un moment donné, et posi¬ 
tivement pour les époques ultérieures à ce moment, négativement pour 
les époques antérieures* Il est clair que, ayant une certaine valeur à 
chaque instant, il constitue bien une fonction <le i déterminée, dont 
Ja dérivée doit pouvoir s'obtenir dès que Ton connaît, par les trow 
relations x =:/, (7), y = /,(/), z —/*( t), la loi du mouvement. 

Soit AM = s Tare, parcouru jusqu'à l'époque t où le mobile se trouve 
en un point M ayant les coordonnées x, v, z, et MM # Tare très petit 
décrit, aussitôt après, durant un instant A£, arc que nous appellerons 
A* parce qu'il est l'accroissement de s correspondant à A*. Et nous dé¬ 
signerons naturellement par x A^*, y Av, z -+• As les coordonnées 
de la situation W du mobile à l'époque t -r A£, afin que A«r, A v, Sz 
expriment les accroissements respectifs reçus par .r, y, z lors de ce 
passage de M à M # , 

Ces accroissements se construisent, comme on sait, en menant par 

M et par M' des plans parallèles aux 
plans coordonnés des yz y des zx , 
des xy y et en mesurant, le long des 
droites MP, MQ, MR formées par 
leurs intersections mutuelles, l'écart 
de deux de ces plans qui sont paral¬ 
lèles soit aux yz y soit aux zx, soit 
aux xy. Les trois arêtes MP, MQ, 
MR du parallélépipède MPQRM', 
comptées positivement ou négative¬ 
ment suivant qu'elles sont tirées dans 
les sens respectifs de O^r, Or, O z 
ou dans les sens contraires, expri¬ 
ment donc A.r, Av. Aj. Or, la diagonale MM', représentée aussi par 
VI ( M Q ) 2 4- (MR)*, est la corde de l'arc As et a avec As, d'a¬ 

près le théorème de la fin du n° 5 (p. 16 ), un rapport très peu diffé¬ 
rent de Punite : As égale ainsi le produit de y ("MP)"* -ï- ( MQ ) 1 -h (MR)* 
par un facteur tendant vers l'unité quand \t tend vers zéro, et, comme 

MP = :±:Aj?, MQ=r±Ay, MR-±A5 , le rapport —> dont on se 
propose d'obtenir la valeur limite, est le produit de 


Fig. 8- 
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par ee même facteur. Lorsque U s'évanoui! cl que —, , — n H 

1 A/ \t m u 

deviennent les dérivées respectives x', /, z\ s f t on a donc 
i *> $* =r /PTZrÿiz^- z ’\ ^ //-T 

Tandis que les trois dérivées x', v\ z* mesurent les espaces qui, à 
partir de I époque t, seraient parcourus suivant les trois ax.es respec¬ 
tifs, durant une unité de temps, si le mouvement continuait à se faire 
pendant toute cette unité de temps comme à l’époque t, la dérivée $* 
mesure l’espace effectif qui serait décrit par le mobile dans les mêmes 
conditions» Aussi celte dérivée s'appelle-t-elle la vitesse totale du mo¬ 
bile, ou simplement sa vitesse, alor* que /,/, s* n'en sont que les 
vitesses suivant les axes. 

Si Ton voulait considérer, et qu'on appelai ,ç, non pas le chemin 
total parcouru depuis un instant donné, mais la distance actuelle du 
mobile, mesurée le long même de la courbe, au point A de cette 
courbe, en la comptant positivement pour les points M qui seraient 
censés se trouver au delà du point A et négativement pour ceux qui 
seraient en deçà, l'accroissement As et, par suite, la dérivée s' devraient 
évidemment avoir le signe -r aux moments où le mobile avancerait 
sur sa trajectoire et le signe — aux moments oii il reculerait. Le ra¬ 
dical» dans (8), devrait donc se prendre, suivant les cas, positive¬ 
ment ou négativement. Mais, en Géométrie, on le prend toujours po¬ 
sitivement; car on y suppose, pour simplifier, la courbe parcourue d‘un 
mouvement direct, cest-à-dire sans aucune alternative de rétrograda- 

i 4 • ^ 

tion, en sorte que les accroissements de l'arc soient positifs comme 
ceux M du temps. 

De toutes les manières de décrire la courbe, la plus simple est celle 
où le mobile avance constamment d'un espace égal à i dans un temps 
égal a i; ce qui, en comptant le temps t à partir du moment où le 
mobile était en A, rend l’espace s égal au temps t et fait, par consé¬ 
quent, de lare s la variable indépendante. Il vient alors £' = i; et la 
formule (8), élevée au carré, donne 


X 5 H- 1' 


-*a — 


Ainsi les coordonnées x, y, s ne sont plus alors trois fonctions dis¬ 
tinctes (c'est-à-dire quelconques toutes les trois) de la variable indé¬ 
pendante s , puisque les carrés de leurs trois dérivées se trouvent 
astreints à avoir pour somme l'unité; et aucune de ces fonctions n'est 
même tout à fait arbitraire, sa pente devant rester toujours comprise 
entre — i et -f- 1 . 



{G IMÉmVKK P’CN ARC DK COÇRBE. 

Une autre manière simple de décrire la courte est de faire par¬ 
courir au mobile, suivant un des trois axe?, celui des x par exemple, 
des espaces égaux à i dans des temps égaux à i, en sorte que x croisse 
constamment comme t et que l'on ail même æ = t (à la condition de 
choisir une origine des temps convenable). Alors J?' = i et y , z de¬ 
viennent deux fonctions de j\ La formule (8) se réduit à 

no) «f — ^t-r-y'*-*- i 

Enfin, dans le cas particulier d'une courbe plane, on peut prendre 
son plan pour celui des xy et il vient 3 = 0 , 3' = o. Les deux équa¬ 
tions exprimant y et 5 en fonction de x se réduisent donc à l’équation 
ordinaire „y = /(#) de la courbe, et la dérivée s' de l’arc est simple¬ 
ment 
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SUITE: ÉTUDE DES FONCTIONS EXPONENTIELLES 

ET CIHCL L VIRES. 


16. — Motion et dérivée de la fonction exponentielle et de la fonction 

logarithmique. 

On est conduit, le plus simplement possible, à la fonction expo¬ 
nentielle, en cherchant à former, avec les puissances successives (à 
exposants entiers), 

..K-",.,K-*, K“i, K<> ou i, K*, K*...K»... 

d’un nombre K plus grand que i, les diverses valeurs d'une fonction 
continue y allant de zéro à 1infini ; ce qui revient à construire, 

avec ces valeurs pour ordonnées, une courbe sans cesse montante, 
appelé,; une logarithmique, comprise entre les limites y —o et y—et 
quand 1 abscisse grandit de J7= —ooâ je* tu: oc. Pour que ccs puis¬ 
sances*^ K*, dont chacune est le produit de la précédente par K, 
«'augmentent que très peu de Tune à Vautre, il faut prendre ce 

nombre K à peine plus grand que i, ou de la forme i -4- m dési- 

m 

gnant, par exemple, un nombre entier et positif considérable. f)e plus, 
en portant à côté les unes des autres et au-dessus de l'axe des x les 
ordonnées successives ainsi calculées de la courbe, on devra, pour la 
continuité, placer chacune d’elles très près de la précédente et, par 
conséquent, prendre l'abscisse x égale non pas à l'exposant n, dont 
l'accroissement élémentaire ou le plus petit possible est 1 , mais à 
n fois une très petite fraction de l'unité de longueur, fraction qui re¬ 
présentera ainsi 1 unité d'exposant. Or il est naturel de choisir pour 

cette fraction celle même, qui, ajoutée à l'unité, a donné Je 

nombre K et servi de base à tout le calcul. On aura donc, d'une part, 

1 ^ autre part, x -- — ou n »u, et, par conséquent. 
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f t mx 

■ 


t(-«)T 


/ | \«* * 

D'ailleurs, l'excédent, Ay, d'une ordonnée quelconque f f— y 
sur la précédente jk= fi-f-et la différence, Ar, des deux 

. . , /i -t-1 /i , 

abscisses correspondantes --> — ou or» seront 

/// /a 





Ar «= — ; d’où 
m 


A JF 




Ainsi, le rapport de l'accroissement élémentaire delà fonction à celui 
de la variable égale constamment la valeur actuelle de la fonction. 

Or, si Ton conçoit, pour réduire de plus en plus l'intervalle des 

* H- jjj ) 

tendra, comme on a vu (p. il), vers le nombre c. Il viendra donc, à 
la limite, l'expression e x 1 comme étant la fonction continue cherchée. 
Dans la courbe qui la représentera, F accroissement, À, éprouvé par 
l'ordonnée v pour tout accroissement très petit h (le l'abscisse, se 
composera d'un nombre, accru immensément, de différences élémen¬ 
taires A y ayant avec les différences analogues \x de l’abscisse un 
rapport, y, très peu différent, pour toutes, de l'ordonnée c* se rappor¬ 
tant à la première d'entre elles; et, par conséquent, d’après un théo¬ 
rème auquel nous avons recouru plusieurs fois (note de la p. ta), la 
somme, /»*, de ces valeurs de Ay sera à celle, /*, des valeurs correspon¬ 
dantes de A^*, dans un rapport sensiblement égal encore à e* y ou, 
plutôt, de moins en moins différent de e x si l'on prend de plus en 
plus faible la valeur absolue de h. Ainsi, la dérivée de la fonction 
exponentielle e* égale ta fonction e x elle-même. 

C'est, du reste, ce que l'on reconnaît avoir déjà lieu sensiblement 

( f ' mX * X 1 , * 

r *+• — J. y prise avec m très grand et supposée 

rendue continue par l'adjonction d’exposants mx non entiers; car, si 
Pou y fait croître x d'une très petite quantité A, et que A* désigne 

( f / I \ mx 

H- ~ ) ~~ V «/ ’ ^ 

il vient 
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ou bien, Gft apj>li<|uaut & ^ t -t- —-j| f» formtiîe ( 3 ) fp r §o 

k “y { 1 ■+* A i i — e) — i] — ky \ i — t). 

k 

Ain>i, le rapport et, par suite, la dérivée de la fonction v >onl de 

la forme y (i -+- t); ce qu’il s'agissait de reconnaître, 

La fonction e*, d'après la formule (\) [p. 4 *], est la limite de le\- 

pression f i — 1 , algébrique si Ton choisit le très grand nombre/#£ 

commensurable, Nous pouvons même y attribuer à tn une valeur po¬ 
sitive entière, afin que l'expression soit un simple polynôme; et la 
formule du binôme de Newton (ou plutôt de Pascal), bien connue, 
donnera aisément, pour ce poh nôme ordonné suivant les puissances 
ascendantes de *r, 


i {'-*-£) 


m .r m m .i x* 

i m l Z. m* ” r 
m m — r m • 


m — n i ./•« 


__/ t __/ f _ a v - rr; 

i \ mfi,* ' V ) i.u.3 

)( t ~ *)...(+ 
\ m/\ mf \ m /i.à.S...m 


Or, si, faisant croître ni indéfiniment, on considère dans le troisième 
membre un ternie d’un raug très élevé quelconque, mais fixe, le 
i _u ïiemn p ar exemple, avec tous ceux qui le précèdent, leur somme 
tendra vers 


x .r a 

*•*■7 


* - - t: -r f 

I.U. J*, .1 


car les facteurs en nombre déterminé i-i ~ ,_ Ll _L 

m m m 

y donneront à la limite comme produits Punite. Et cola sera vrai pour 
un nombre de termes indéfiniment croissant avec w. Quant aux au¬ 
tres, de plus en plus éloignés, oîi certains de ces facteurs, comme 

ti — i 

1 -#?i ’ resteront sensiblement inférieurs à i, termes évidemment 


moindres, en valeur absolue, que leurs analogues dans la série 

x A** .r* t 

i-t- - 4- — 7—7 -H • • *, leur somme tendra vers zéro si la valeur 

1 4 1 • A • J 

absolue totale des termes, suffisamment éloignés aussi,de cette dernière 
lï. — t. Puriie élémentaire. /. 
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série y tcml elle-même. Or eV.st ce qui a lieu ; car, dans l’expression 


JP 

i 


,7*® 

1.2 


r» 

1.2.3 


tT n 


Jp/tf-J 

-.» '* . .. "T" « « • | 

U2.J...f/*~ I) 


le rapport du (« terme au (« -r- égale et tend ver*zéro 

quand n grandit sans limite. Par conséquent, d’après le caractère de 
convergence le plus simple (p. S), la série considérée a une valeur 
finie assignable, parfaitement déterminée, quel que soit a? entre — oo 
et --se. La formule deviendra donc, en passant à la limite et 
remplaçant le premier membre par e*, 


<!Ï 


jr 

c* --1 — - 
i 


jr- 
I. >. 


,?‘ 3 


æ n 


1 . 2.3 


i.2.3 ...n 


C'est ainsi que la fonction transcendante e x , réduite eu série, con¬ 
stitue. comme on voit, le forme limite d’une fonction algébrique en¬ 
tière. ou d'un simple polynôme. El I on reconnaît de suite que cette 
série a bien pour dérivée une série égale. 

La formule (i3), en y faisant x — i, donne la valeur du nombre e 

sous la forme très convergente 


e i - • 


i 

i .2 


t 

J .2.3 


r 

1 . 2 . 3 .. .n 


On on déduit, par le calcul du second membre, e.-; 2 , 718^18 -Les 

diverses puissances de ce nombre deviennent évidemment aussi grandes 
que pon veut quand leur exposant est positif et croissant, aussi pe¬ 
tites ou. du moins, aussi voisines de zéro que l'on veut quand leur 
exposant est négatif et décroissant vers — se; de sorte qu’en y com¬ 
prenant les valeurs fractionnaires de l'exposant, elles forment bien 
une suite continue croissant de zéro à l infini lorsque la variable y 
grandit de — x à — x. 

On conçoit que la formule (i3> puisse servir à calculer une Table de 
cette suite de valeurs, Table 0(1 il sera possible de lire à l'inverse, 
pourvu quelle soit assez complète, la valeur même de .r correspon¬ 
dant à telle valeur positive de y “ e x que I on voudra. C est cette 
fonction .r, inverse de y—c x , qu'on appelle la fonction logarith¬ 
mique, ou, plus précisément, le logarithme de sa variable y, et qu’on 
écrit logr- Elle est évidemment croissante, comme c*, et même 
depuis — » jusqu'à 4 -* x; mais sa variable, e x ou r, n’y varie que de 
zéro à 4 - oc, rendant la fonction considérée .r négative, tant qu'elle 
est elle-même plus petite que ï, et positive, dès qu’elle dépasse l'unité. 
On verra plus loin, pour calculer les diverses valeurs de logv, un 
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procédé beaucoup plus expéditif que la formation et l’emploi d’une 
Taldc de la fonction exponentielle. Mais on n’en possède pas de for- 
mule générale simple analogue à la série (j 3). Tout ce qu'on peut 
faire à cet égard, pour la présenter comme limite d une fonction algé¬ 
brique, non plus entière (comme pouce*), mais irrationnelle, c’est 
de résoudre par rapport à jr l'équation (i3,i, qui revieut, d’après ce 
<fu‘on » vu, û 


( 


x V« 

i-) » e*n~-t » _ v* i 

m / ' * 


ï K 


si i désigne mie petite quantité tendant vers zéro avec Or l'extraction 

t/t 

de la racine arithmétique «t»"** des premier et troisième membres 
donne, en se servant finalement de la formule ( 3 ) [p. 40 ] pour réduire 

l’expression (t et en appelant s, une nouvelle quantité très pe- 

tite sensiblement égale à «, 


d'où 


J? ))i f/t / t* \ 

1 + m “ ^ ty " = ( 1 ^)i 


X nu lorry ~ /«(X y — j ) - - t t "{ r , 

et, en faisant croître m indé fi ni ment, 

04) liniw('v^ — i)t pour infinis 

La dérivée de celte fonction inverse ,r = log r égalera, d’après la 
lègle du 11 e li (|>, 43), le ([uolientdcl unité par la dérivée de la fonc¬ 
tion directe v~. e* c’est-à-dire par / r= <r* = r. Ainsi, la dérivée 

de la fonction logarithmique x = \o g v est simplement l’inverse - 

y 

de sa variable. 

La principale propriété des logarithmes résulte de ce qu’ils représen¬ 
tent/;/-o/u>rlfo/t?«e//emetttdes exposants entiers de t-;- - qui s'ajoutent 

m J 

ensemble quand on multiplie les puissances correspondantes, lesquelles 
expriment (à la limite ou pour m infini) des nombres positifs quel¬ 
conques : elle consiste donc en ce que le logarithme d'un produit 
égale la somme des logarithmes de ses facteurs. Et l'on sait combien 
sont nombreux les calculs, presque impraticables autrement, qu’elle 
rend aisés, quand on possède une Table contenant les logarithmes 
d’une suite un peu étendue de nombres entiers. Or on sait aussi que 
ces calculs, dans le svstème décimal o-iiel de numération, deviennent 
encore plus commodes, en inscrivant sur la Table, vis-à-vis des 



5a 


f,OaAMTIIHKS ET EXrOXEVTIELEES A SfASR Ot'ElCÛXyrE. 


nombres et au lieu dea valeurs correspondantes de la fonction logarilh- 
inique, leurs rapports au logarithme. 2, 3025 g à fort peu près, de la 
base 10 qui donne au système (par ses puissances à exposants entiers) 
tontes les unités, grandes ou petites, indispensables. On remplace 
ahvd les logarithmes par des quantités qui, leur étant proportion¬ 
nelles, jouissent encore de la propriété de se combiner par voie d’ad¬ 
dition dans la formation d'un produit, ci dont, en même temps, 
la plus simple qui fût disponible, 1, correspond à la base 10 du sys¬ 
tème : avantage considérable, car il en résulte que les déplacements 
de la virgule décimale dans un nombre, équhalant à une multiplica¬ 
tion par une puissance de 10, n’ont sur la quantité représentative de 
son logarithme d’autre effet que d’en modifier la partie entière. Ces 
quantités s'appellent logarithmes décimaux; et l’on qualifie de natu - 
mis ou de népériens, pour les en distinguer, les logarithmes propre¬ 
ment dits, valeurs de la fonction logarithmique, qui égalent leurs pro¬ 
duits par Iog 10 = 2, 3 o 25 g. 

En général, a étant un nombre positif quelconque, on appelle lo¬ 
garithmes à base a les quotients des logarithmes naturels log y des 
divers nombres y par le logarithme naturel de a . On se sert du signe 
log pour désigner ces quotients; mais, afin d'éviter toute confusion, 

. » . ♦ » a , . loi? y „ . , logy 

je les exprimerai par leur formule explicite et j écrirai u ~ > 

en désignant ainsi par u la fonction de y qu‘üs constituent. Ils ne se 
présenteront, du reste, jamais plus ailleurs dans ce Cours, les seuls 
que l'on rencontre naturellement en Mécanique et en Physique étant 
ceux qui ont pour hase le nombre e, c’est-à-dire ceux qui sont népé¬ 
riens. Ces logarithmes à base quelconque peuvent aussi s'écrire 

îogy. L'inverse du logarithme naturel de la base, qui y figure 


log a 


comme le facteur par lequel il faut, pour les obtenir, multiplier les 
logarithmes naturels, s'appelle module : il égale “3™^ ^0,43429^... 
dans le cas des logarithmes décimaux. 

Comme la dérivée du produit logy s'obtient en multipliant le 

facteur constant par la dérivée ~ de l’autre facteur logy ^ce qui 

donne m'~ — ~ —)* on voit que la dérivée du logarithme d*une 
yloga/ 1 

variable égale l*inverse du produit de cette variable par le loga¬ 
rithme népérien de ta base. 

De la relation u == ou h>g/ = u loga, et en se rappelant que 
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logy désigne Fax posant dont il faut affecter le nombre e pour obte¬ 
nir y y ou déduit 

y a 23 yt 

et enfin, vu que e l *t* exprime de môme a , 


a«, 


Ainsi la fonction v=:«“ est l'inverse de la fonction // ■= On 

* l uga 

t'appelle Vexponentielle à base a. Sa dérivée sera elle-même, par suite, 

l'inverse de la dérivée —r —de u, et elle vaudra y logez ou «“loger. 

y\o%a J * * 

Donc l'exponentielle a*) où l } exposant est pris comme variable indé¬ 
pendante, a pour dérivée le produit de sa propre valeur par le lo¬ 
garithme népérien de la base a, On voit que, dans le cas particulier 
a~e y où la fonction se réduit à e*, la dérivée devient bien égale à la 
fonction, car loge = i. 

Pour développer l'exponentielle a", ou e HX< ** y en une série procé¬ 
dant suivant les puissances ascendantes de «, il suffit évidemment de 
remplacer .r, dans la formule (i 3 ) de e*, par la valeur «loge* de 
l'exposant de e. 


ï 


Notion et dérivée des fonctions circulaires. 


Imaginons qu'une circonférence de rayon i (p, 54 ), rapportée à deux 
axes rectangulaires d'abscisses æ et d'ordonnées y passant par son 
centre, soit parcourue indéfiniment par un mobile M, suivant le sens 
de O jc vers Ov dans l'angle droit «rOv ou de Ov vers Ox hors de 
cet angle, et que, de plus, l'arc décrit ti = AM se compte, à partir d'un 
instant où le point M se soit trouvé en À sur la partie positive de 
l'axe des .r, positivement pour les époques ultérieures, négativement 
pour les époques antérieures : on sait que l'abscisse x — OP et for- 
donnée y—PM du mobile à un instant quelconque seront dites, 
respectivement, ïe cosinus et le sinus de cet arc «. En d'autres 
termes, les deux fonctions cos/i, sinw sont celles qui expriment 
les deux coordonnées quand, dans le cercle considéré de rayon i, 
on prend l'are pour variable indépendante, comme on a vu au n° lî> 
(p. 4M qu’il était possible de le faire dans toute courbe. 

De lù résultent immédiatement plusieurs conséquences. 
i° Observons, d'une part, que des points de la circonférence symé¬ 
triques par rapport à O^r ont même abscisse Æ“, mais des ordonnées y 
égales et de signes contraires; d'autre part, qu’ils sont atteints par le 
mobile n des instants où l'arc u a aussi des valeurs égales, mais de 
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signes contraires» et nous venons que, l are ou h variable U chan¬ 
geant de signe» son sinus en change, tandis que son cosinus reste le 
môme. C’est ce que l'on exprime, vu l'analogie (sous ce rapport) du 
sinus avec les puissances de u à exposant impair et du cosinus avec 

Fig. ç>. 

î/i 



les puissances de u à exposant pair, en disant que le cosinus est une 
Jonction paire de Tare et le sinus une fonction impaire. 

a ° De même, deux points symétriques par rapport à Oy, ou ayant 
même ordonnée^, mais des abscisses x égales et contraires, sont at¬ 
teints par le mobile à deux instants où l’arc « est, pour l'un, inférieur 

et, pour l'autre, supérieur au quadrant AB = 2^ v = - , d'une mémo 

quantité telle que BM, que j'appellerai «\ On a donc, quel que soit i% 

sin(^ — p)r=sm(l' — y), cos( ^ — o) = — CO? ( ~ - v y, 

ce qui s'énonce en disant que, lorsque deux arcs - — r. — t* * f sont 

supplémentaires ou ont pour somme algébrique une demi-circonfé¬ 
rence t:, leurs sinus sont égaux, mais, leurs cosinus, égaux et de signes 
contraires. 

3* Chaque fois que Tare croît d’une demi-circonférence t:, le co¬ 
sinus et le sinus changent simplement de signe, car le point M est 
alors remplacé par l'autre extrémité du diamètre qui on émane: et 
c*est, du reste, ce qu'on peut conclure des deux formules précédentes. 



REDUCTION- DES DEUX FONCTION» COSIXU» ET SINUS A UNE SEULE. 

susceptibles d’être écrites 



- sin/ p — 

COS ( P — 

- ~ ) — — cos / P — - J 

\ À J 

\ */ 

\ 

V \ a/ 


si i on se rappelle que le sinus est 
une fonction paire. 


une fonction impaire et le commis 


4° ^ es deux fonctions sinus et cosinus redeviennent, par suite, les 
mêmes quand l’arc, ou le chemin parcouru par le mobile M, varie 
d’une circonférence entière ar (ce qui ramène, en effet, ce mobile 
dans sa position antérieure) : propriété très importante. On l'énonce 
en disant que les fonctions sinus et cosinus sont périodique.s et de 
période ir.. 

o* K u fin, si Ion prenait les y pour abscisses et les x pour ordon¬ 
nées, eu comptant, par conséquent, les arcs, que j’appellerai e, à 
partir du point B de l axe des y et positivement dans le sens de Or 
vers Oj?, on aurait évidemment, à cause de la parité de forme et cïe 
la symétrie d'une circonférence par rapport à tou» ses diamètres, 


sc ou cosu “ sinv, y ou sin u cosv. 

Et chaque point M serait, d'ailleurs, atteint par le mobile à un instant 
où le nouvel arc p = BM, joint à lare du cas précèdent AM — w, don¬ 
nerait une somme constante, savoir, le quadrant AB; car un point 
atteint par le mobile avant un autre dans la première manière de dé¬ 
crire les arcs, Test après dans la seconde; ce qui fait que sa distance 
à cet autre point (mesurée le long du cercle) s'ajoute dans celle-ci 
pour donner la valeur de p qui lui est relative, mais se retranche dans 
la première pour donner la valeur correspondante du u t et ne produit 

ainsi aucun changement dans la somme u c\ On a donc p = - — u * 

a ’ 

et les deux relations cos u sin p, cos p —sin u prouvent que deux 
arcs complémentaires, ou ayant pour somme le quart ï de la cireon- 

fércnce, ont chacun leur cosinus égal au sinus de l'autre. 

Cette dernière propriété qui, jointe à certaines des précédentes, per¬ 
met d’écrire 


cos u — sin ( — — - - sin ^ ? sin u cos = cos^—- -i- , 

montre que les deux fonctions sinus et cosinus ne sont que deux 
formes différentes d’une seule et même fonction. Si cette fonction re¬ 
gardée comme fondamentale est, par exemple, le sinus, il suffira 
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r i ( 3 

rie lé considérer pour la valeur de sa variable dépassant de “ un 

arc donné et Ton aura Je cosinus de cet arc. Cesl ce que Ton fait d'or¬ 
dinaire, en prenant pour représenter la fonction une sinusoïde KL, 

Fig. io. 

Z ' **• 

r 

1 > 


X 



courbe plane dont l'équation, avec les arcs u de la circonférence pré¬ 
cédente pour abscisses et leurs sinus pour ordonnées z t est s^sinif, 
et dont les arceaux successifs CDE, EFG,.... tous égaux entre eux et 
symétriques par rapport à leur ordonnée maxima D'D, F'F, ..mais 
alternativement situés au-dessus et au-dessous de Taxe des abscisses, 
ont pour leur base CE ou EG, ... une demi-circonférence tt déroulée 

et, pour leur hauteur DD f ou FF 1 .son rayon r. Il serait peut-être 

plus naturel de regarder comme fondamentale la fonction cosinus (ce 
qui reviendrait à faire passer Taxe des ordonnées, DV, par le som¬ 
met D d’un arceau supérieur et non par sa première extrémité C); 
car les formules où peuvent figurer soit des cosinus, soit des sinus, 
prennent très souvent leur forme la plus simple quand on donne la 
préférence aux cosinus. 

* 

Enfin, toujours dans le cercle AMB (p. 54) la pente, ~ ou — n - - » de 

la droite joignant ensemble le centre O et l'extrémité mobile M de 
|*arc AM = w est une autre fonction circulaire importante, impaire 
comme le sinus, appelée la tangente de Tare «, Une tangente menée 
à l'extrémité fixe A de Parc, depuis ce point A jusqu’à la rencontre 
du prolongement de la droite en question OM on MO, et comptée 
positivement ou négativement suivant qu'elle se trouve du côté desj' 
positifs ou du côté des y négatifs, représente, comme on sait, cette 

troisième fonction circulaire. Et la tangente, du complément 

v rrr ~ — « de l are «, ou, autrement dit, le rapport inverse du 

précédent, en est une quatrième, dite la cotangente de l’arc n. Ces 
deux nouvelles fonctions circulaires se distinguent des deux premières, 
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sioüs et Cûiiiiü» ; i 4 en Ce que, représentant leurs rapports, elles res¬ 
tent les mêmes quand un accroissement r, donné à l’are change le? 
signes du sinus et du cosinus, de sorte que leur période est r. cl non 
a«; 2 * en ce que l'annulation de leur dénominateur rosit ou si«w. 


pour les valeurs de l'arc égales aux multiples impairs ou pairs de 

les fait, dans chaque intervalle r, passer une fois par l'infini avec 
changement de signe, de manière qu'elles y parcourent ensuite gra¬ 
duellement toute l'échelle des grandeurs entre —oc et — oc, tandis 
que le sinus et le cosinus ne cessent jamais d'ètre continus entre les 
limites — I et — i de leurs oscillations. 

Cherchons actuellement les dérivées de ces quatre fonctions. Pour 
avoir celles du sinus et du cosinus, faisons croître Tare AM a (p. AJ j 
d une très petite quantité Aw-rrarcMM', dont le rapport a sa corde 
MM' sera, d'après un théorème démontré an n rt 5 fp. 16 ), de la 
forme i +e, si t désigne une quantité tendant vers zéro en même 
temps que Am; et comparons, à cet accroissement A«“ ( t - 
l’accroissement correspondant Ay du sinus, c'est-à-dire, en valeur ab¬ 
solue, la différence P'M'— PM ” QM', ainsi que celui A.r du cosinus 
ou encore, en valeur absolue, la différence OP — 0 P'~: P p—QM, 
On aura donc 


05) ( en valeur absolue) 


A tin u 
A u 


i QM' Aco^m _ i QM 

7--s MM ' 9 "A*r T~ï mr 


Or le triangle rectangle QMM r donne, d'après une propriété connue, 


= co *Q' ni . 


OM . ’ 

srz sinQM'M. 


De plus, 1 angle aigu QM'M, qui a di'qà un côté, QM', perpendi¬ 
culaire au côté OA de l’angle AOM = «. tend à avoir son autre 
côté, MM', perpendiculaire à l'autre, OM, du même angle AOM; 
car, le triangle isoscèle MOM' ayant son angle 0 au sommet de plus 
en plus petit à mesure que décroît MM', son angle AI à la base, demi- 
supplément de 1 angle au sommet, s'approche indéfiniment d’un 
droit : QM'M diffère donc aussi peu qu'on veut d’un angle, aigu 
comme lui, dont les côtés seraient perpendiculaires à ccmix de AOM. 
Par suite, cet angle aigu vers lequel tend QM’M a, aux signes 
près, même sinus et même cosinus que AOM ou l’arc n ; car, quels 
que soient le signe et la grandeur «le m, le cosinus et le sinus de n 
sont les deux coordonnées jt et v du point M, c*<*<l*-à-«lire, en va¬ 
leur absolue, le cosinus et le sinus de l'angle AOM considéré comme 
positif et inférieur «\ deux droits, angle qu'on sait être alors ou l'égal 
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irânivéH* m&s poxcttoN» sisrs, cosixrs, tangent» et coï/*.vgexte. 


cm le supplémentaire cle celui défit les côté* sont normaux aux sien? 
et qui a ainsi même sinus et même cosinus que lui en valeur absolue. 

Donc, les rapports et, par suite, cl apres(i a), 

tendent, saufpeul-èlrc quant aux signes, vers tes limites respeetiveseosn, 
sin//. Or la vue delà figure (p* 54 ) montre quelesinus grandit, ou que 
Asti)a a le signe de Am, toutes les fois que le point AI est, par rapport 
à Taxe des y, du côté des x positifs, cest-à-dtre quand cos« est po¬ 
sitif, et que Aîsinu est, au contraire, négatif, du côté des x négatifs, 

où Ton a cosm < o. Ainsi le rapport a le même signe que cos« 

et lui devient égal à la limite. Quant aux variations Acostt du cosi¬ 
nus, la vue de la ligure montre qu’elles sont négatives au-dessus <lo 
l’ave des «r, là où $mw se trouve positif, positives au-dessous, Jà où 
sin u se trouve négatif : bref, leur signe est contraire a celui de sin«, 


et puisque le rapport - devient, à la limite, -r- sin u ou àin«, 

oe ne peut être que — sin#* En résume, rjttnnd t arc est la variable 
indépendante, le sinus a pour dérivée le cosinus et le cosinus a pont 
dérivée le sinus changé de signe. 

La relation ( 9 ) [p. 45], existant, dans toute courbe rapportée à un 
système d’axes rectangulaires, entre les dérivées des trois coordonnées 
supposées exprimées en fonction de lare, se réduit à y 2 -t- — 1 

quand la courbe est située dans le plan des xy\ Or c’est le cas» de 
notre cercle, représenté (*/ désignant Tare) par les deux équations 
,/* r*- cos//, y~sinu, Comme il en résulte x'zzz —sin — cosm, 
cette formule v ,4 -r x’* ~: x donne donc, entre le cosinus et le sinus 
d’une variable quelconque u , la relation fondamentale 


( 16 ) 


co$*u — sin*!* — r. 


On l'aurait, du reste, déduite immédiatement de I équation du cercle, 
en vertu de laquelle le carré, (OP )*-+- (PM)* ou y 2 , du rayon 
OU (p. 54), est constant et égal à l’unité* 

En prenant maintenant, d’après une règle du n° 11 [p- 3;, seconde 

formule (a)], les dérivées des deux fractions ~~ t et '* v,en ^ ra * 

pour Ie 9 dérivées respectives de tang« et de cotw, 

(cosw h cos u 1 — («in u o — sin u > 1 

cos*w cas 1 u 

et 

('«in // u - sin u » — < cos 11 1 r r>* u 1 _ _ 1 # 

" -j- 4 ” ' - sin 


* 




FO N'CT 10X3 CmcrtAIRES ÏWFRSES. 

Ainsi, ta dérivée de la tangente égale Vinverse du narré du cosinus 
et y celle de la cotangente, iinverse du carré du sinus changé de 
signe. 

On voit que chacune de ces deux, fonctions a sa dérivée toujours de 
meme signe. elles sont donc, quand leur ^'artahlo grandit, l'une, con¬ 
stamment croissante, l'autre, constamment décroissante, partout où 
elles varient graduellement» Et» en effet, dans chaque intervalle r. où se 

font de “ oc à =: scies variations continues soit de fa tangente , soit 

COS U 

I 1 cos ci 

de la cotangente > ces variations sont toujours de même sens. Le 

passage inverse de _l. oc à “ cc se produit par le saut brusque ordi¬ 
naire aux fractions dont le dénominateur s'annule : il a lieu entre 
la fin d'un intervalle et le commencement du suivant, à un instant où 
n'existe plus la continuité de la fonction ni, par suite, sa dérivée. 
Enfin, aux fonctions circulaires ou trigonométriques directes 

z r* sin c/« z « cos ri, s = tangn, s — cot u , 


il correspond évidemment des fonctions inverses, où l'arc u est con¬ 
sidéré comme dépendant de s, c'est-à-dire de son sinus* ou de son 
cosinus, ou de sa tangente, ou de sa cotangente. On les appelle fonc¬ 
tions circulait es inverses et on les désigné respectivement par les 
signes arc sin, arc cos, arc tan g, arc cot, suivis de l'expression même 
de la variable qu» est ici Zy dénominations signifiant alors arc qui a 
pour sinus z , ou arc qui a pour cosinus z , etc. 

Contrairement à ce qui arrivait pour la fonction logarithmique, 
elles ne sont pas complètement déterminées; car, par exemple, un 
même sinus donné peut être celui d'une infinité d’arcs différents. Aussi 
faut-il, quand on les emploie, définir par quelque condition accessoire 
le champ , c’est-à-dire l'intervalle où on les suppose comprises, en 
choisissant pour les limites de cet intervalle deux arcs, distants de r, 
tels que, u variant de 1 un à 1 autre, la variable z aille ou en v aug¬ 
mentant toujours, ou en y diminuant toujours, de manière à ne pas 
passer deux fois par la même valeur et, par conséquent, à ne pas 
flonnei deux valeurs de u pour une seule z qu elle aurait elle-même. 
Donc, si z est un sinus, on ne fera, à moins d'avis contraire, mouvoir 
l extrémité M de lare u *— AM (p. 54) que cl un seul ecUé de l'axe 
des y, savoir du côté des ,r positifs quand on voudra que u gran¬ 
disse en même temps que son sinus s, et du cdté des ,r négatifs quand 
lare u dévia, au contraire,décroître pendant que son sinus grandira. 

D ordinaire, on choisit l'arc entre les limites zr ou lt* plus petit en 




<j„ fonction» circulaire» inverse» ; mur» dérivées, 

valeur absolue de tous ceu* qui ont même sinus» et « croit ainsi de 

_ 7 à ^ pendant que son sinus varie de — là i, Il en est de même de 

Tare tangente, qu'on fait croître de — f à ^ pendant que sa tangentes 

parcourt de — oc à -r-x toute l'échelle de» grandeurs. Pour 1 arc co¬ 
nnus, on prend l'extrémité M de Tare AM -tf soit du coté des/po¬ 
sitifs ou au-dessus de Ya\e des or, quand u doit varier en sens inverse 
le son cosinus z> soit du oUé des y négatifs, au-dessous de Y a\e des x> 
juand // doit varier dans Je meme sens que son cosinus : le plus sou- 
/eut, u v est supposé le complément de l'are, compris entre les limite» 

in qui a 3 = cos u pour sinus; ce qui revient à faire décroître u de 

r: à zéro quand son cosinus z grandit de —là i. Et, de meme» 1 arc 

cosu 

cotangente décroît de n n zéro pendant que sa cotangente z 

grandit de — z à - z. , 

Danrès la règle du n° U (p. 4 *) et en se rappelant que les déri- 

1 —J 

vêes de sin//, cosi/, tang//, cot« sont cosm, — sin«, ,eîÿ 

dérivées de « arc s inj, a — arccos^, it = arc tang 3, n = arccots 
vaudront respectivement cos*sin*«. Ainsi la dérivée 

de u = arc sin z sera, vu la relation ( 16 ), 


eos u y/ £ — sin* i/ y/ i — -s* 

où le radical devra être pris positif s» 1 arc tt est compris entre ~ 

et que, par conséquent, cos// soit positif. De même, la dérivée de 
// =. arc cos s sera 

— i — r __ _ — J__ 

sin u ~~ ^ — cos-il y/1 — <3* 

o{i le radical devra encore être pris positif, comme l'est sm tt, si l’arc u 
est compris entre zéro etî:. Quant au* dérivées, cos s wet — sin*t/, de 
tt = arc tan^ra et de u — are cotJ, en y exprimant,d’après ( 16 ), cos*« 

et sin*« en fonction de tan<»« — ou de cot« = -j n ft » elle 3 de¬ 
viennent respectivement — r u et i~ C oW ’ c ’ est_a - ,lire el 

—Si donc on joint ces résultats à la dérivée - delà fonction trans- 

I — Z 1 ~ 
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tendante inverse iogs considérée au numéro précédent, on pourra dire 
que les fonctions transcendantes inverses Jogw, arc sia 5, arc cosc, 
arctang;;, arc cote ont pour dérivées, respectivement, ics fonctions 

algébriques 


z f 1 - - z* f J 


•S I — ZÏ 1 — -v 




18*. — Discontinuités spéciales à la fonction logarithmique ou à d'autres 

fonctions transcendantes. 

( Compléments, p. 5*.) 

19*. — Sinus et cosinus de la somme de deux arcs; formule de Moivre. 

(Compléments, p. 6*.; 

20*. — Équations algébriques, à racines réelles, qui se résolvent 

trigonométriquement. 

(Compléments, p. ta*.) 

21*. — Développements de cos# et de sinr en série. 

(Compléments, p. a**./ 

Nous retrouverons dans la IX e Leçon (n a 9o) ces développements 
nécessaires à connaître, auxquels nous arriv erons alors d'une manière 
plus simple. 

22*. — Décomposition de cos^ et de sinx en facteurs; formule de Wallis, etc 

(Compléments, p. 34 *,> 

23*. — Des fonctions hyperboliques. 

(Compléments, p. 39 *.) 

Contentons-nous ici de dire qu'on appelle cosinus hyperbo¬ 
lique, sinus hyperbolique > tangente hyperbolique d'une variable x, 
et qu'on exprime respectivement par cosha*, sinhor, tangh*r, 

les trois fonctions -i(c*H- <r**), •}(**—*-**), , ~ > dont la pre- 

mière est paire comme cosx, et dont les deux autres sont impaires 
comme sin,r et tangj?. Elles présentent la plus grande analogie ana¬ 
lytique avec ces fonctions circulaires, quoique leur allure soit tout 
autre et que, par exemple, elles grandissent sans cesse, de r-”oà 
se = oc, au lieu d'ètre périodiques. 


2i* — Des exponentielles imaginaires. 

(Compléments, p. 33*.) 

* — Note sur la représentation géométrique et la théorie générale 
des quantités imaginaires ou complexes. 

(Compléments, p. 36*.) 
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OWÜT KT MÉTHODE DE L’ANALYSE INFINITÉSIMALE; SA DIVISION EN 
CALCUL DIFFÉRENTIEL ET CALCUL INTÉGRAL. *— CALCUL DIFFÉ¬ 
RENTIEL : NOTION DE DIFFÉRENTIELLE; DIFFÉRENTIATION DX'NE 
FONCTION ET D UNE FONCTION DE FONCTION. 


2o, Objet de 1*Analyse infinitésimale. Des infiniment petits. 


Maintenant que nous avons acquis une idée nette des fonctions en 
nous familiarisant avec les plus simples d'entre elles, nous pouvons 
définir {'Analyse infinitésimale . 

Le but de cette Science est précisément l'étude des fonctions continues 


à variations graduelles, étude comprenant, d'une part, la recherche de 
leurs propriétés générales et de la manière dont on peut suivre leur 
marche ou en exprimer les diverses circonstances, d'autre part, le 
calcul de leurs valeurs d apres les conditions qui les déterminent dans 
chaque cas. On comprendra l'importance d'une pareille étude, en ob¬ 
servant que, dans I univers, tout se transforme par d'insensibles 
nuances, par de continuels et inappréciables changements, et que ces 
changements eux-mêmes, renouvelés d'instant en instant, se modi¬ 
fient peu à peu; que tout, en un mot, varie avec continuité et gra¬ 
duellement, Car la nature ne fait pas de sauts (ncttara non facit 
saltus), comme dit une maxime probablement bien ancienne, mais 
dont personne n'a mieux fait ressortir tous les sens que Leibnitz, 
le principal fondateur, au xvu° siècle, de l'Analyse infinitésimale! 
Ainsi, les quantités propres à exprimer ou à mesurer les objets et 
les phénomènes sont des fonctions soumises aux lois de cette ana~ 
Jvse. 

Il est naturel, pour suivre dans sa marche une fonction continue, 
d tiltribucr a chaque \anable indépendante des accroissements très 
faibles, que l'on supposera de plus en plus petits. La fonction reçoit, 
par le fait même, des accroissements très petits aussi, positifs ou né¬ 
gatifs, et qui diminuent indéfiniment en valeur absolue. On est bien 
obligé de les faire tendre de la sorte vers zéro, si Ton veut ne laisser 
échapper aucune valeur de la fonction, aucune circonstance de son 
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cours; et Ton imite également ainsi la nature, qui règle par varia¬ 
tions extrêmement faibles, tout à fait insensibles à mn» mu»*-, l'écoule¬ 
ment (lu temps, sa principale variable indépendante, et la transfor¬ 
mation corrélative des choses. 

De telles quantités, prises très petites et que Von fait tendre vers 
zéro, sont appelées des infiniment petits. On les désigne ainsi, non 
à raison de leur valeur présente (puisqu'elles sont actuellement 
finies), mais à raison de ce qu'on veut qu’elles deviennent. Si, en 
effet, on les introduit dans certaines opérations, ce n'est pas précisé¬ 
ment pour connaître les résultats actuels de celles-ci, c’est pour cher¬ 
cher ce qu'ils deviendront à la limite , ou de quelles valeurs ils s'ap¬ 
procheront indéfiniment à mesure que les quantités en question 
approcheront elles-mêmes de zéro, seul nombre qui, considéré connue 
point de départ d’une grandeur naissante ou comme dernier terme 
des décroissements d’une grandeur évanouissante, soit, à propre¬ 
ment parler, infiniment petit : autrement dit, la qualification de quan¬ 
tités infiniment petites signifie que Ton veut connaître seulement les 
limites vers lesquelles tendent les résultats des calculs où on les fait 
paraître. 


Les calculs dont il s'agit n'ont d’ailleurs d’intérêt qu’autant que les 
limites de leurs résultats sont ou, du moins, peuvent être finies, dé¬ 
terminées et susceptibles de prendre, suivant les cas, des valeurs infi¬ 
niment variées, à l’image même de la diversité infinie des phénomènes 
dont elles doivent pouvoir reproduire les traits; sans quoi leur étude 
ne fournirait pas la matière d’une véritable et importante branche des 
sciences rationnelles. Aussi y a-t-il deux sortes de ces calculs; car 
il existe deux genres d’opérations susceptibles de conduire à dos ré¬ 
sultats finis, utilisables même à la limite f et divers, quand on les 
effectue surdos quantités que l’on fait décroître indéfiniment. Ce sont 
celles qui consistent soit à prendre le rapport de deux infiniment 
petits, soit à faire la somme d’une infinité d’infiniment petits, c'est- 
à-dire d’un nombre de plus en plus grand de quantités de plus en plus 
petites. Le rapport, dans le premier cas, reste fini, même à la limite, 
si les deux termes décroissent à la fois sans jamais cesser d’être com¬ 
parables Fun à l’autre, comme il arrivait dans tous les calculs de fonc¬ 
tions dérivées effectués précédemment. La somme, dans Je second 
cas, peut aussi tendre vers une limite finie, si le nombre des quantités 
que Ion ajoute devient d’autant plus grand que chacune de ces quan¬ 
tités devient plus petite; et c’est également ce dont nous avons vu des 
exemples, notamment quand nous avons démontré que le rapport de 
deux accroissements simultanés finis d'une fonction cl de sa variable 
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égalait la dérivée prise pour une valeur intermédiaire de cette va¬ 
riable. 

2f>. Principe général du calcul dea infiniment petite. 

Lanahso des infiniment petits est rendue, en général, beaucoup 
plus simple que celle des quantités finies, par le principe suivant : 

Dans tout calcul, un infiniment petit peut être remplacé par 
tout autre qui a avec lui un rapport tendant vers l'unité. 

Démontrons, pour les devis, espèces de calculs, ce principe, qu’on 
reconnaît de suite avoir été appliqué déjà plusieurs fois dans les deux 
deux dernières Leçons (pp. et 5^), quand, a un arc qui décroissait 
jusqu'à zéro, F on a substitue sa corde. 

i» Calcul d'un rapport. 

Appelons a et otj deux infiniment petits, c'est-à-dire deux, quantités 
très petites que l'on veut faire tendre vers zéro et dont le rapport 
tend vers une limite qu un su propose seule d évaluer. Supposons que 
deux autres infiniment petits, 3 et 3 tl diffèrent de a et sq, mais de 

telle manière que leurs rapports respectifs à ï fit q tendent vers 

3 a 

l'unité. Je dis qu'on pourra substituer le rapport au rapport—, 

sans commettre d'erreur à la limite. 

o 3 j * 

En effet, puisque - tend vers Limité, si nous posons - — i *, « dé¬ 
signera une ([uantlté évanouissante, cest-à-dire tendant vers zéro en 
même temps que se. On aura, de rué me. ~ ^ * -t- tj, en appelant S| une 
quantité analogue à s. Or, de ces relations, on tire 


fl = a(ï — SJ* ( I -t £|) 


et, par suite. 


h 3(1 ï — Si 


1 

3, r s 

7 . I — S t 


V la limite, le second membre - se réduit à l'unité et, comme les 

* t | £ j 

deux rapports — > ainsi que le quotient de l'un par l’autre, s’ap- 

*** 3 

prochent à la fois, avec continuité, de leurs limites respectives lirnp--? 
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lim — et i. il vient 


lim 


o 
y i 


lim * 
»! 


f. 


C est dire que, si la limite <lu rapport — est nulle ou finie i <v 

*i 

i|u on suppose puisqu'on cherche à l'évaluer), la limite du rapport 

T*~ lui sera bien égale, 
éi 

2 ° Calcul cVune somme. 

Quand une infinité d'infiniment petits se suivent d»in* une somme 
algébrique, il \ on a toujours une infinité à la suite (pii ont même 
signe; parce que, la loi de la continuité relative des choses les astrei¬ 
gnant à varier d'une manière graduelle, chacun deux ne diffère t;u 
général du précédent que par une fraction infiniment petite de sa 
propre valeur. Les changements de signe au passage d’uu terme à 
l'autre ne se produisent ainsi que de loin en loin; et la somme consi¬ 
dérée peut se subdiviser en sommes partielles, composées chacune 
d'une infinité de ternies de meme signe. 

Bornons-nous doncâunede ces sommes partielles. 

et admettons quelle tende vers une limite finie, à mesure que cha¬ 
cun des termes désignés par la lettre a s'approche de zéro, tandis que. 
leur nombre augmente de plus en plus. Je dis qu'on pourra remplacer 
celte somme *i -H * t -r par la somme ?, + ?* -r ... 3„, pourvu 

que les rapports des nouveaux infiniment petits 3*,.. .. 3* aux 
précédents ae 4 , •♦»>*« tendent vers i unité, c'est-à-dire pourvu que 
Ion ait, en appelant £,, êj, ..s n des quantités évanouissantes, 


h ... , 


3, 

» * 

»4 


“T* 


rj 

& = i 


”• *«« 


Cehi résulte immédiatement d'un théorème, déjà plusieurs fois in¬ 
voqué, sur une suite de rapports que l'on ajoute terme à terme 
(p. 13). Ces rapports, à dénominateurs tous de môme signe, sont ici 


ïU 


3-» 


U 

: J n 


a,' ï~ . ,0llr addition terme à terme donne le nouveau 

rapport, intermédiaire entre le plus petit et le plus grand, 

, 3. T?.-3 . 

*1 -r- Zv H- * . . -r- X., 

Pour abréger 1 écriture, on convient d'exprimer chaque Minime par 
h* “ I. Pat tic élémentaire. « 
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le signe £ suivi tic ta lettre désignant les divers tenue* de la somme ; 
ainsi. Sa i|u\ut Ht somme ou s t’orna do SS seront de* maniérés 
abrégées,d'écrire respectivement a*-: ... - a„, S s —...-f- 3„. 
Le nouveau rapport intermédiaire obtenu se trouvera donc repre* 

V r 4 

*enté par £-*; et, comme il ne pourra manquer de tendre vers i en 

4 W> 3t 

r 5 H Q 

meme temps que tou* les rapport* , 1 *« • ■ . on aura 

* / 

lim 2 3 _ 
liniïa r ' 

ce *{iiî démontre évidemment le théorème quand la limite de Sa est ou 
nulle ou finie. 

3 

On pourrait aussi, de la relation £ — i -*■- s, résumant toutes celles 

qui définissent les rapports respectifs de 3 t . f>,. .... à a,, a ï} ..., 
tirer l'expression, non moins générale, 3 —a”, as, de la différence 
ÿ — a qui existe entre deux termes correspondants des deux sommes 
considérées. Alors? en ajoutant toutes les expressions particulières 
qu’elle donne quand on y affecte successivement a et s des indices 
i. a, 3, ..../i, on aurait 2(3 — a)::--Sas. Or chaque terme, a$, 
de Sas, comparé au terme de même rang, a, (le Sa, donne le rapport 
z; et Sa- a, par suite, avec Sa, toujours en vertu du théorème cité, 
un rapport intermédiaire entre le plus petit et le plus grand des s, 

c'est-à-dire nul à fa limite. Donc, il vient bien lim ?■ — ou 

Sa ’ 

lim S 3 — lim S a . ». ,, 


iimSa 


~o et, par suite, lim 2|3 limSa. 


Ainsi, dans les deux sortes clc calculs, tout infiniment petit? a, peut 
être remplacé par un autre, 3, qui a avec lui un rapport tendant vers 
l’unité, ou dont l’expression est ;3:= 2 ( 1 -^- s) si & désigne une quan* 
tité évanouissante. Or, comme cette égalité revient à écrire ( 3 — « = as, 
la différence, ,3 — a, des deux infiniment petits n’csl que la fraction in* 
finiment petite s (ou la s i * ?me partie) de l’un d'eux, «; et dire que deux 
infiniment petits ont entre eux un rapport tendant vers l'imité, c’est 
la même chose que de dire qu'ils diffèrent l'un de l'autre d’une partie 
infiniment petite de leur valeur. Par conséquent, le principe général 
s’énonce encore de cette autre manière : 

On peut, dans les calculs . substituer un infiniment petit à un 
atttre> pourvu qu'il ne diffère de celui-ci qu'in finiment peu par 
r apport à lui-même . 
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27. — Des infiniment petits de divers ordres. 

Nous sommes donc conduit à considérer des infiniment petits qui 
sont infiniment plus petit» que d'autres, et* à ne propos, il \ a lieu 
de parler de ce qu'on appelle les infiniment petits des divers ordres* 
Lola nous fera, d'ailleurs, mieux comprendre ('utilité du grand prin¬ 
cipe que nous venons de démontrer. 

Dans chaque question où il y a des infiniment petits à considérer, 
l'un d’eux, que nous désignerons par «, sert de terme de comparaison 
à tous les autres : on l'appelle /’ infiniment petit principal* Soit jî un 
autre infiniment petit paraissant dans la question. Le plus souvent, 
cet infiniment petit se trouve comparable à une puissance déter¬ 
minée, a", de rinfiniment petit principal, c’est-à-dire qu’il y a moyen 
de choisir l'exposant «, de manière que, a tendant vers zéro, le rap- 

port reste un nombre fini, ne devenant pas nul ni ne grandissant 

sans limite ('). Si l'on désigne par K ce nombre, on a donc 3 rr K**; 
et l’on dit alors que rinfiniment petit j3 est du n'*™* ordre de pe¬ 
titesse* 

Parfois, cependant, la manière dont varie £ en fonction de a, dans 


(•>11 est hon d’observer que le mot fini devra s'entendre, suivant le sens géné¬ 
ral de ia phrase, de deux manières différentes : tantôt, connue ici, U désignera ce 
qui n'est ni infiniment grand, ni même infiniment petit; tantôt sa signification 
sera plus large ou moins exclusive, et il s’appliquera à tout ce qui nVst pas infi¬ 
niment grand. T’est dans ce dernier sens qu’il sc trouve spécialement le syno- 
nvmc de non 'infini : car l'infinimcnt petit, considéré dans sa valeur zéro, non 
dans l'infinité des degrés décroissants que parcourt pour l'atteindre la quantité 
continue indéfiniment divisible, nVst pas infini, mais nul; et il comporte, à cet 
égard, une connaissance aussi nette, aussi précise que tout autre étal déterminé 
de la grandeur, contrairement à ce qui nous arrive pour l'infini ( limite extérieure 
de la quantité grandissante), dont la vue disLînctc nous échappe, ou que, pour 
ainsi dire, nous ne pouvons pas regarder en face, quoique l'idée indirecte que 
nous en avons soit, comme disait Pascal, absolument indispensable au géomètre. 

Quand on dit, non plus d’une quantité, mais de la forme ou expression analy¬ 
tique d’une fonction, qu’elle est finie, on entend par U qu'nn nombre limité de 
termes, on do facteurs, etc., algébriques ou même transcendants, mais d’une nature 
réputée connue, suffit pour représenter cotte fonction*, bref, quelle comporte 
une expression exacte : ce qui n’arriverait pas si elle était seulement une t imite 
d’expressions de plus en plus complexes, comme sont souvent une série duac in¬ 
finité de termes, un produit d'une infinité de facteurs, ou encore une fraction 
continue , c’cst-à-dirc une fraction dont le dénominateur comprend une partie 
fraeiiounaire en enveloppant elle-même une autre à son dénominateur, et ainsi de 
suite à l'infini. 
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le voisinage 4e la valeur zéro, est plus compliquée que celles qufex* 
priment les diverses puissances de *, même à exposants fractionnaires; 
et il n'v a pas lieu de parler alors de Tordre de cet .infiniment petit jL 
Mais on dira pourtant, sans spécifier davantage, que Tirdiniment 
petit dont il s'agit est dTun ordre supérieur au /i Wme si son rapport 
à a* 1 tend vers zéro, et d'un ordre inférieur au /i iA,u# si. au contraire, 
son rapport à a" grandit indéfiniment lorsque a s'évanouit. 

Admettons que nous ayons un infiniment petit o de la forme 

o = A 7. /n — Tl% m — C a"*-'/ -T-.... 


o ti mH-ÿ.... désignent des exposants de plus en plus grands. 

Je dis qu'on pourra simplement remplacer cet infiniment petit par 
son premier terme ou, autrement dit, réduire son expression à la 
partie de Vordre rie petitesse le moins élevé, et écrire o ~ A ot" 1 , en 
négligeant tous les termes qui suivent. En effet, ceux-ci »ont infini¬ 
ment petits en comparaison du terme ainsi conservé À a" 1 ; car, si Ton 

divise l'égalité par A a" 1 , il vient r:r-r ^ ~'r~ ~ a? — .... Or, 

comme % tend vers zéro, le second membre est de la forme i + s et, 
en substituant A a" 1 à o, on ne fait que remplacer un infiniment petit 
par un autre dont le rapport avec lui tend vers l'unité. 

Le principe démontré permet donc de supprimer de la formule tous 
les termes, excepté le premier. Celui-ci, étant infiniment plus grand 
que les autres, les masque, en quelque sorte, complètement et, tant 
qu'il subsiste, ne leur permet de produire un eftét sensible dans au¬ 
cun résultat. L'erreur commise en ne les mettant pas en ligne de 
compte deviendra rigoureusement nulle quand on passera à la limite. 


28. — Unité du développement de toute fonction suivant les paissances 

ascendantes de la variable. 

Il résulte de ce qui précède, entre autres applications dont ce cours 
fera connaître un grand nombre, qu 'une fonction ne peut, dans le 
voisinage d'une valeur nulle de la variable , admettre plusieurs 
développements en série procédant suivant les puissances , à expo¬ 
sants positifs , de cette variable . 

Soit, en effet, deux séries distinctes , de la forme 

\x m -h B x m +P-T~ .... 

Leur différence est encore, évidemment, une troisième série de la 
même forme, avec des coefficients qui ne sont pas tous nuis* Si donc 
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ou y fait tendre x vers zéro, ses termes s’efiacerost devant le pre¬ 
mier d'entre eux, de Tordre de petitesse le moins élevé; et celui-ci ne 
pouvant, de la sorte, so réduire avec aucun autre, rendra Tevpression 
tout entière di Hé rente de zéro. Ainsi, les deux développements pro¬ 
posés, s'ils sont égaux pour j? = o, se séparent nécessairement Tun 
de Taulre dès que la variable x n’est plus nulle, et ils expriment deux 
louchons différentes. Autrement dit, deux séries convergentes procé¬ 
dant suivant les puissances ascendantes de la variable ne sauraient 
être égales pour toutes les très petites valeurs de celle-ci, sans être 
identique*. 

Quand il s’agit de deux polynômes entiers et finis en x, leur iden¬ 
tité iTexige même pas, pour pouvoir être conclue avec certitude, 
qiTon les donne égaux pour toutes les très petites valeurs de la va¬ 
riable; car, en attribuant à tous les deux le degré, « par exemple, du 
plus élevé, il suffit qu’ils soient égaux chacun à chacun quand x re¬ 
çoit n valeurs distinctes, x u x t) .,., x ni pour que leur différence, po¬ 
lynôme du degré », égale elle-même, comme on sait, le produit de 
(^r — — u 'î) • •. (x — x n ) par le coefficient de son terme du 

degré /i, cl ne puisse plus, par conséquent, s'annuler pour une («*+-i) ième 
valeur. ,r 0 , de a\ à moins que ce coefficient ne se réduise à zéro, ce 
qui rend alors identiques les deux polynômes proposés. Et I on pou¬ 
vait le prévoir, en observant que, si Ton assujettit un polynôme du 
degré /<, /(>■) = A — B x ■+■ Cx* — ... — D«r", à prendre, pour n H-* i 
valeurs données x 0 , jr lt x t , ..., x„ de x 9 n *4- i valeurs assignées elles- 
mêmes /„/„ ... cela fait en tout n 4-1 équations du premier 
degré 


\ — B.r (t -«>* —... - - Dx« =/ Uf Car] —..Bar? =/i. 

que Ton pose entre les n -r- i coefficients inconnus A, B, C, ..., D du 
poivnùme. Il est donc tout naturel que ces coefficients soient, par le 
fait même, déterminés, ou qu’il nv ait qu’un seul polynôme répon¬ 
dant à la question. Or ce raisonnement (en ajoutant, au besoin, quel¬ 
ques données de plus pour compléter la détermination, dans le cas 
d’équations à solutions multiples) s’appliquerait h tonte fonction algé¬ 
brique ou transcendante dont la formule ne contiendrait qu’un nombre 

fini de paramètr es comme A,B,C .Aussi peut-on, par exemple. 

d’une portion infiniment petite de courbe ayant une équation de forme 
finie, déduire, en général, la courbe tout entière. La démonstration 
précédente montre que cela est même vrai de certaines séries, c’est- 
à-dire de fonctions qui comportent dans leur expression une infinité de 
paramètres, mais astreints, pour la convergence de la série, à ne jouer 
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qu'au rulc de plus eu plus effacé quand tour numéro rîtiidre s'élève 
êf, par conséquent, à ne pas grandir trop vite de fnn à l'autre. 


&), — Des infiniment grands do divers ordres. 

Far opposition aux. infiniment petits de divers ordres, if v a 
quelquefois lieu <Ie considérer, parmi les quantités qui croissent 
sans limite en valeur absolue, des infinis ou infiniment grands 
de divers ordres. Dans les questions oîi cela arrive, les quantités qui 
grandissent indéfiniment dépendent de Tune d'elles, dite Yinfiniment 
grand principal , et que représente, par exemple, une expression 

comme 1 , oi * tend vers zéro. Or il arrive fréquemment que toute 

autre quantité de la question qui croît indéfiniment est comparable à 

une certaine puissance, — > de l'infiniment grand principal. Soit 3 

l'une de ces quantités; et supposons que le rapport de 3 à égale 

ainsi un nombre, K, fini, c’est-à-dire ne devenant, â la limite, ni 
infini ni même nul. On dit alors que l'infiniment grand 3 est du n'*™' 
ordre de grandeur . Mais, si son mode de variation ne ressemblait 

pas assez à celui d'une puissance de ~ (même à exposant fraction¬ 
naire) pour que l'orclre n pût être déterminé, on continuerait néan¬ 
moins à dire l’infini p d'un ordre soit supérieur, soit inférieur, par 

exemple, au m 1 *® 1 **, suivant que le rapport de $ à — grandirait indéfi¬ 
niment ou tendrait vers zéro. 

Un principe analogue au précédent sur les infiniment petits s'appli¬ 
quera dans les calculs de résultats limites ofi interviendraient des quan¬ 
tités infiniment grandes, c'est-à-dire indéfiniment croissantes. Toutes lis 
fois qu’une quantité sera composée de divers termes, d’ordres de gran¬ 
deur différents, on pourra la réduire au terme cle l’ordre de grandeur 
le plus élevé. Si l'on a, par exemple, l’expression 


. A 

3t'« 




C 


oîi m t m — p , m — sont des exposants décroissants, il sera 

permis de supprimer tous les termes, excepté le premier, Eli effet, 
l’expression proposée peut s'écrire 

a = A(i~n «/._ v , .... ). 


• • 9 
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Üf,: * tendant vers zéro, ic dernier facteur est de la for me i s, et 
i’on n'altérera l'expression <(iio d'une fraction infini ment petite de sa 
\aleur en supprimant Ions les termes qui suivent le premier, c'est- 
à-dire qu'on n'introduira de la sorte, dans tout résultat fini dépendant 
des rapports de ces infiniment grands, qu’une erreur infiniment petite 
vis-à-vis du résultat lui-mème et nulle, en conséquence, à la limite. 


;i0. — Application des memes principes aux calculs d'approximation : 
quantités très petites des divers ordres; approximations successives. 


Le grand principe qui permet les simplifications des calculs d infi¬ 
niment petits ou d'infiniment grands peut donc, dans son esprit, se 
résumer en ces termes : toute quantité est négligeable lorsqu'elle 
en a, devant elle , une autre incomparablement plus grande, à 
laquelle elle est ajoutée ou dont elle se trouve retranchée . Et il est 
d'une exactitude rigoureuse dans ces calculs, puisque l'erreur en¬ 
traînée par son application devient nulle, à la limite qu’on veut seule 
considérer. Mais il remplit, avec une exactitude très suffisante, un 
tôlp non moins indispensable dans les calculs d'approximation qui 
constituent la presque totalité des sciences de ht nature en ce quelles 
ont de plus précis. 

On sait, en effet, que les meilleurs procédés d’expérience ne nous 


font pas connaître les nombres évaluant une chose réelle avec plus de 
trois ou quatre chiffres significatifs et, quelquefois, pas avec plus de 
deux. Par suite, des erreurs relatives de et au-dessous, assez 

souvent même de sont complètement inappréciables à l'observa¬ 
tion, et l’on peut dès lors n'en pas tenir compte. Il suffira, par exemple, 
qu’une quantité vaille ou, encore, n Y,v> pour que son carré 

puisse être supprimé sans hésitation à coté de sa première puissance, 
dont il ne modifierait que des décimales éloignées échappant à nos 


mesures. On distinguera donc, dans les calculs pratiques relatifs à de 
telles quantités, non pas, précisément, des infiniment petits de divers 
ordres, mais des quantités très petites de divers ordres , égales res¬ 
pectivement aux produits de nombres comparables à l'unité par les 
puissances successives de la principale quantité très petite de la ques¬ 
tion ; et l'on négligera, au moins provisoirement, dans chaque expres¬ 
sion, les termes qui se trouveront à coté d'autres d'un ordre de peti¬ 
tesse moins élevé. 


Or les cas où il se présente, de la sorte, de petites quantités, sont 
extrêmement fréquents, soit parce que les phénomènes les plus nom¬ 
breux, tant dans le monde où nous vivons (compatible avec notre 
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organisai ion ddîcate) que dans uos appareils et w^auistttçsrt'guH^r!?^ 
éênsisteiU en «Passez faibles écarts de part et «Pauli e* de certains final 
d équilibre ou de certaines manières d’être uniformes, soit encore 
parce que cette petitesse même des variable- d une question rend sou¬ 
vent accessibles à nos recherche*, par les simplifications approxima¬ 
tives qu’elle entraîne, du s lois inextricables autrement, et commii- 
nique ainsi aux phénomènes qui la présentent un intérêt huit spécial, 11 
y aura doue souvent lieu d’appliquer, dans les calculs d approxima¬ 
tion, le même principe que dans ceux d'infiniment petits, en négli¬ 
geant des quantités très petites par rapport à d’antres auxquelles elles 
seraient ajoutées ou dont elles seraient retranchées : celles-ci les mas¬ 
quent dans les résultats et rendent imperceptibles les erreurs causées 
par leur suppression. Ce n est que lorsque, dans une somme algé¬ 
brique, les quantités les plus grandes viennent à s'entre-détruire 
exactement, que les quantités moins grandes prennent de l’impor¬ 
tance : car elles passent alors au premier rang; et ce sont elles qui 

composent le résultat, s il y a fieu, dans ces conditions, d'en cher¬ 
cher un. 

Mais ce n'est pas seulement quand certaines quantités sont, comme 
on dit, complètement insensibles par rapport à d’autres, qu’on est 
conduit a les négliger. La réalité se trouve, d’ordinaire, si complexe 
et, pai suite, les relations mathématiques qui l’expriment, quand nous 
parvenons à les former, sont si rebelles (suivant un mot de Lagrange ), 
que nous ne réussirions, pour ainsi dire, jamais à en dégager les in¬ 
connues, si nous ne tolérions dans une première étude des erreurs 
parfois très appréciables, en nous contentant d'y prendre une certaine 
idée des quantités en vue, données ou résultats . Pour cela, nous sup¬ 
primons des équations tout ce qui n’est pas très influent, de manière 
à former, à leur place, des relations assez simples pour qu’il nous soit 
possible d’en déduire les quantités ou fonctions inconnues. Pt les va¬ 
leurs de celles-ci, déterminées de celte manière imparfaite, sont gé¬ 
néralement voisines des vraies, à cause du principe de la continuité 
relative des choses, qui exige la graduelle variation des résultats 
quand les données, ou mémo la nature des opérations faites, chan¬ 
gent peu. 

Or, une fois que 1 on a ces premières expressions approchées des 
quantités ou des fonctions inconnues, la question se transforme; car 
on peut les substituer dans les ternies très petits négligés d’abord, 
qui dépendent de ces quantités ou de ces fonctions. Alors ceux-ci 
deviennent eux-mêmes connus, à fort peu près; et le problème, traité 
dans la nouvelle supposition qu’il n’y ail d’inconnus que les termes 
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principaux, Teste généralement abordable tontes les fois quon avait 
pu le résoudre en n’y gardant que ces termes mêmes. On peut donc ob¬ 
tenir pour les quantités ou fonctions demandées des expressions plus 
exactes que les premières : elles constituent ce qu’on appelle la 
tien.rie me approximation* Ces expressions meilleures* portées à leur 
tour dans les petits termes négligés en premier lieu, les feront encore 
mieux connaître, ce qui permettra de procéder à une troisième ap¬ 
proximation ; et ainsi de suite indéfiniment, ou du moins jusqu'à cer¬ 
taines limites dépendant de la nature de la question. H suffit ordinai¬ 
rement que la seconde approximation M>it moins inexacte que Ja 
première, pour qu’on puisse regarder celle-ci comme légitime, en tant 
que point de départ. 

Cette marche, seule praticable bien souvent, qui procède par cor¬ 
rections ou retouches de plus en plus délicates, opérées sur un premier 
résultat assez grossièrement approché, s’appelle méthode ries ap - 
proximations$uceessivcs.ï)èya,ein Arithmétique, on en voit comme une 
ébauche dans ta division et dans l'extraction des racines, où le chiffre 
exprimant les unités les plus élevées du résultat est le seul qui soit 
d'abord déterminable. Mais l’Algèbre en offre une belle application 
dans le calcul de plus en plus exact des racines d'un équation /(./•) = o, 
par le procédé, qu’on appelait autrefois en Arithmétique méthode de 
double fausse position ( c'est-à-dire supposition )* où, après avoir ob¬ 
tenu, en essayant si deux nombres «, b ne seraient pas la racine cher¬ 
chée, deux valeurs /(o), /(/>), du premier membre /(.r), peu diffé¬ 
rentes de zéro et (autant que possible) de signes contraires, on suppose, 
dans leur voisinage, en vertu du principe de graduelle variation, les 
accroissements/(.r) — /(«) de la fonction sensiblement proportionnels 
à ceux, .r — a , de la variable : on peut donc écrire, au moyen des 
données fournies par les suppositions *r r- a, æ 6, la proportion 
presque exacte 

f(r ) — fin) x •— a 

Âb)—f\~ô] ~ b -à 

et prendre par suite, sauf contrôle ultérieur, pour la racine cherchée 
annulant/( æ), la valeur 

J\rt\ , 

pr rr a — -—*-.-7- 1 b — ft 1. 

Jicn-Jibi 


31. — Division de l’Analyse infinitésimale en Calcul différentiel 

et Calcul intégral. 

Puisque les infiniment petits peuvent être introduits dans le» cal- 
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cuis de de us manières conduisant & de» résultats finis et déterminés* 
niai* infiniment variés suivant les cas» l'Anaftse infinitésimale coin- 

b 

prendra deux grandes Parties, consacrées spécialement, l'une, à ht 
première de ces catégories d'opérations, qui consiste à calculer des 
rapports d’infiniment petits, l'autre, à lu seconde, qui consiste à cal¬ 
culer une somme d une infinité d'infiniment petits. 

Dans la première Partie, on attribuera aux variables indépendantes 
des accroissements infiniment petits, positifs ou négatifs, et l'on verra 
quels rapports ont, avec ces accroissements, les accroissements que 
recevront par le fait même les fonctions. On y évaluera donc des rap¬ 
ports de différences infiniment petites. Aussi cette Partie s’appelle- 
t-elle : Calcul différentiel* 

Dans la seconde, on supposera, au contraire, donnée une formule 
qui exprime les accroissements infiniment petits successifs d’une fonc¬ 
tion. et l'on essayera de faire la somme de ceux-ci pour remonter de 
la différence infiniment petite à fa fonction elle-même. On y réunira 
donc, en quelque sorte, les éléments infiniment petits d'une quantité 
pour la reconstituer dans sa valeur intégrale ou totale. De là le nom 
de Calcul intégral, qu'on donne à celte seconde branche de l’Analyse 
infinitésimale. 


33. - CALCUL DIFFÉRENTIEL : Différentielles d’une variable 

et d’une fonction. 


Soit y^f{.r) une fonction quelconque d’une variable j\ Nous 
avons vu dans l’avant-dernière Leçon (n* 10, p. 36) que, si x et y* re¬ 
çoivent deux très faibles accroissements simultanés Xjc et \y y on 
aura la formule 

\v--lf(x)~ t -lXr % 


i désignant une petite quantité, fonction de x et de Xz r qui tendrait 
vers zéro avec \x. Cette formule n'exprime, au fond, que le fait de 
l'existence de la dérivée y' ou/'(.r); car il suffit de la mettre sous la 

forme — -~f(x) — s, pour y voir, à cause du sens de quantité éca- 


\ y » » 

nouissanie attribue à s, le rapport — s'approcher indéfiniment de la 
limite/'( jc) quand Xv s'approche de zéro. Or, après avoir ainsi écrit 


A y = f(x)Xc — t Xr, 

admettons que cette expression de Sy soit évaluée pour servir à des 
calculs quelconques, plus ou moins compliqués, mais effectués uni- 
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que ment eit vue de cheitëhcir les limités vers lesquelle* torodrorît teuf* 
résultats lorsque toutes les petites différences comme Xr ou Av s'éva¬ 
nouiront Alors Xe et A y deviendront ce que nous avons nommé de:* 
infiniment petits, c'est-à-dire de très petites quantités, actuellement 
finieSy soumises, par conséquent, à toutes les lois ordinaire?» du calcul, 
mais dont les combinaisons ne devront être utilisées quuu moment 
où leur propre valeur absolue atteindra* e/l s annulant. 1 cxlietuo 
degré de la petitesse. Aussi ces accroissements Xc et Av. qui s’appe¬ 
laient jusqu a présent des différences finies, prouneut-ïb un autre 
nom, diminutif de celui-là, et que leur a donné Leibnitz : ils s’ap¬ 
pellent des différentielles . En même temp*. au lieu de le* représenter 
par la lettre A, on les représente, encore d'après Leibnitz, par la 
lettre d . Comme (Tailleurs/' (a?) se trouve être en général fini, je veux 
dire différent de zéro, et que s tend vers zéro, le terme tXr est, dan* 
l'expression précédente de Av, d'un ordre de petites supérieur à 
celui d ef(x) Xv. On peut donc, en vertu du grand principe permet¬ 
tant la simplification des calculs d’infiniment petits, l'efiacer tic l’ex¬ 
pression do Av; car l’erreur relative entraînée par sa suppression s an¬ 
nule à la limite qu'on veut seule considérer. Ainsi, par le fait 
même que Von substitue des d aux A, on a h; droit de réduire la for¬ 
mule de Av à 

dy—fix^dXy 

relation signifiant que la différentielle d une fonction est égalé au 
produit de la dérivée de cette fonction par la différentielle de la 
variable . 

En d'autres termes, dès qtTon remplace les mots différence finie 
par le mot différentielle, ou la caractéristique A par la caractéris¬ 
tique d , on exprime l'intention bien arrêtée de n‘évaluer que des ré¬ 
sultats limites , c'est-à-dire de ne faire servir l'expression de dv a 
divers calculs que pour annuler finalement, dans les résultats, toutes 
les différentielles telles que dx et dv; et voilà ce qui donne le droit 
de débarrasser les formules, dès le début, des termes qui «influe¬ 
raient plus sur ces résultats au seul instant pour lequel on veuille le* 

connaître. 

Une différentielle ne se distingue donc pas actuellement, en elle- 
mème ou, comme on dit. objectivement, d une diflérence finie très 
petite; elle ne s’en distingue que subjectivement . c'est-à-dire dans 
notre esprit, par ïintention où nous sommes de la faire tendre vers 
zéro et de ne considérer que les limites vers lesquelles tendront alors 
les résultats des calculs, Lidée qu'a eue Leibnitz do taire figuier une 
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pareille intcnrion.claits les. formule* est ausât simple qifadroirahle, 
puîriff û*elK* permet d v opérer des suppressions sans rien sacrifier de 
leur rigueur. 

Dirons un mot main tenant sur le cas exceptionnel oii, pour la valeur 
.r considérée, la dérivée /'( **) serait nulle. Alors i ne disparaîtrait 
plus à côté de/'(./■) ut lou n'aurait pas, d'une manière absolue, le 
droit d écrire dy - /'( .r ) dr , c'est-à-dire dy = o X r/u? ~ ■ o. Cepen¬ 
dant. ou continue à poser, même pour ce cas, dyr=.f f (x)dx, parce 
que, sauf dans des circonstances très rares, Ion n'a à comparer une 
différentielle dy de fonction qu'à des différentielles comme celle de 
sa variable, c'est-à-dire qu’à des quantités de l'ordre même de pe- 

dv , * , , 

tilessc de d.r. : or un rapport, tel que réduit alors à * ou à une 

quantité évanouissante analogue, s'annule à la limite et ny serait par 
conséquent pas faussé en prenant simplement dy — o. On écrira 
donc, même dans ce cas dy /' (x )d.i\ mais sous in réserve indi¬ 
quée, de ne pas comparer dv à des quantités d'un ordre de petitesse 
supérieur à celui de d.r . 


33. — Notation leihnitzienno des dérivées. Différentiation des fonctions 

simples. 


La formule dy - f \ x ) d.r donne f’i.r) 


dy , . T 

* relation qu on pour¬ 


rait aussi regarder comme immédiate, ou comme exprimant, non moins 
bit;n et même mieux que la précédente Av -- \f'(- r < -r- s J Ax, le fait ca¬ 
pital de l’existence d'une dérivée, Il suffit, en effet, de voir écrite la frac¬ 


tion pour vlire deux choses : 
dx 1 

i° Qu il est question du rapport des deux accroissements simul¬ 
tanés très petits, c/y et d.i% d'une fonction et d'une variable; 

2 n Que, de plus, à cause de l'intention traduite par les signes d, 
c’est non le rapport lui-même, dans son état actuel, que I on considère, 
mais uniquement sa valeur limite pour le moment où dx et dy s'an¬ 


nuleront. 

On peut donc regarder le quotient de la différentielle de la fonction 
par celle de fa variable comme étant la définition meme de la dert - 

cée. Et cette notation fie Leibnitz, , pour représenter la dérivée, a, 


comme on voit, sur celle de Newton ou de Lagrange, 1 avantage d'être 
parlante nt» intuitive, d'exprimer complètement tout ce qu'est la dé¬ 
rivée, Par contre, la notation de Newton, y\ est beaucoup plus cou- 



PimitEXTlATION ÜK* FONCTIONS SIMM.* s. ~- 

cise, et elle garde encore cette qualité quand, pour la rendre plus 
claire, on y fait figurer la variable sous forme d'indice, en écrivant, 
par exemple, y*. Aussi se sert-on concurremment des deux notations, 
et l'on adopte, dans chaque cas, celle qu’on juge y être la phi* com¬ 
mode. 

Il est évident que, chercher la différentielle d une fonction ou sa 
dérivée, sont deux opérations équivalentes, puisque la deuxième de 
ces expressions n'est que la première divisée par dx* Ces opérations, 
mais surtout la première, s'appellent la différentiation de la fonction : 
ainsi, différencier la fonction, c'est effectuer l une quelconque des 
deux. 

Les calculs de dérivées opérés dans les deux dernières Leçons con¬ 
duisent donc, pour les fonctions les plus simples, à de véritables 
régies de différentiation, parmi lesquelles il me suffira d énoncer les 
suivantes : 

i° La différentielle de la somme ou de la différence de plusieurs 
quantités s'obtient en faisant la somme ou la différence des diffé¬ 
rentielles de ces quantités; 

2 ° La différentielle du produit d'un fadeur constant et d'un 
facteur variable vaut le produit > parle fadeur constant, de la 
différentielle du facteur variable; 

3° La différentielle de tout produit est la somme des termes 
qu'on obtient en multipliant la différentielle de chacun des fac¬ 
teurs par le produit des autres facteurs; 

4 ° La différentielle d'un quotient se forme en divisant par le 
carré du diviseur l'excédent du produit de ce diviseur par (a 
différentielle du dividende sur le produit du dividende par la dif¬ 
férentielle du même diviseur; etc . 


31. — Différentiation d’une fonction de fonction. 


Quand nous avons démontré la relation dy <7,/\ ,r était 

considéré comme une variable quelconque dont v dépendait. et non 
pas, explicitement, comme une variable indépendante. Donc la for¬ 
mule est générale et s’appliquerait alors meme que x serait une fonc¬ 
tion de la véritable variable indépendante, appelée, par exemple, t . 
Or, en divisant dy f(jc) dæ par dL il vient 




dx 
dt : 


relation vraie même dans le cas exceptionnel où la dérivée f\r) se- 



i.iHrêitï-Vluno» DEa jonctions de fonction; 

rait zéro et devrait y être remplacée, comme On t’a vu, par t\ car* à 
la limite considérée, % ne s’ùmnilerait pas moins que///. 

Ainsi, la dérivée de v, par rapport à la variable indépendante t, est 
le produit de/U) par la dérivée de .r; et Ion peut énoncer le prin¬ 
cipe suivant : . , // 

La dérivée d'une fonction de fonction se déduit de ce quelle 

.serait si la fonction dont elle dépend était la variable indépendante. 

en le multipliant par la dérivée de celle fonction. 

Mais celle-ci, x. peut elle-même n’èlre pas exprimée immédiate¬ 
ment au moyen de t. C’est ce qui arrive quand elle n’en dépend que 
par l'intermédiaire d une autre variable, u. Supposons donc qu on ait 
.r.-so(u) et enfin, pour ne pas multiplier outre mesure les variables 
intermédiaires, u — Wh Les relations y =/(•*), * = ?(«)> « — W) 
donneront successivement 


d.i' dr 

7/7 — J ’ al 7 dt 


(h 

dï 


, du du 

= dî 




et il viendra, par la substitution de chacun de ces résultats dans li 
précédent, 

~'( u) <J/(/ ». 


dy , 

Uï-- /KX) * 


\insi. lorsqu'une quantité dépend d'une fonction qui est elle- 
même fonction de fonction, sa dérivée s’obtient en multipliant les 
unes par les autres les dérivées de toutes les fonctions entrant dans 
son expression, dérivées prises, pour chaque variable, par rapport 
à la variable suivante, dont elle dépend immédiatement. 

Il importe de savoir effectuer ces différentiations sans meme avoir 
besoin de donner un nom spécial, comme j?, ti f etc., aux variables 
intermédiaires, mais en laissant à chacune d’elles son expression dé¬ 
taillée. On conçoit, en effet, que, pour représenter, comme c est ne¬ 
cessaire, une multitude de modes de variation différents offerts par les 
quantités, au moyen des fonctions simples, en petit nombre, étudiées 
dans les deux dernières Leçons, il faille recourir à bien des combi¬ 
naisons plus ou moins complexes de ces fonctions simples, c est-à-dire, 
parfois, jusqu a de vrais enchaînements de fonctions de fonction. 

En voici un exemple, que j'extrais d'un problème de Mécanique 
pratique ( l ). Soit 

f . / k , / *+■ «r\ 

s = sin ~ iogy— - h 


(*) Problème de la flexion d’nne barre élastique,horizontale et de faible masse* 
appuyée à scs deux bouts, par une charge qui vicut à passer sur clic en roulant 
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#. i 

ot» /* et / désignent deux constante*. En regardant d'abord - !<>« »—- ♦ 

r _ jr 

f ... {- t ^ '£• 

puis ^jz: : y i ,uis 7“" *’* ^ comme tout autant 

de variable* intermédiaires entre s et. on aura successivement 



f ~-jr _ t / — r ('Z — ./■ j e/! / — j" j 

t — * 77 “/ 

d(l~‘ T } .*= </r. dit — ,t t ■ — — eA/% 


et. par des substitutions qu’un peu d’habitude fait opérer en écrivant 
meme la première formule, suivies d'une division par cii\ 



yiurc une vitesse constante depuis une de scs extrémités jusque l’autre (Voir 
un \olumc intitulé Application des potentiels à l étude de t'équilibre et du 
mouvement des solides élastiques, etc., p. 569). La fonction que j’appelle ici z 
entre dans l’expression du petit déplacement vertical de lu charge roulante. 
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I »IK V É R EN TI ATIO S DK S FONCTION:* COMPOSÉES ET DES FONCTIONS 
IMrUCITKS. * SLPÉRIORITÊ DE CERTAINES ÉCLATIONS IMPLICITES 
SLR LES ÉO CATION S EXPLICITES PO Ut EXPRIMER LES Cüf. HUES ET 
LES SI REACES. PLANS TANGENTS. * PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS 
f)L PREMIER ORDRE DES FONCTIONS DE POINT. 


3. fc L — Différentiation des fonctions composées. 

Passons maintenant au cas où la fonction proposée v dépend de / 
par l'intermédiaire de plusieurs fonctions u t r, H' de cette variable <i' i 
autrement dît, supposons que Y soit une certaine Jonction composa: 
/(//, c, »v)* Alors, à côté de ttnconvénient d’avoir a considérer plu¬ 
sieurs variables m, v. tv, se présente lava ti ta go de poux oit* obtenir 
J‘accroissement effectif Ar de la fonction, pour un changement donné 
de la variable indépendante, en ne faisant varier m, <\ w que l'une 
après l’autre, quoique, dans la réalité, «, v, tv reçoivent toutes a la 
fois leurs accroissements Am, Av, A»v simultanés à Xv. On peut faire 
passer, en effet, la fonction /, successivement, par les états bien 
déterminés /(tf, c, «■’)> v, »v), J(u ~r \h, c-rAv, «’). 

y*( w am, ç -h Aï’, w -r Aiv), dont chacun se distingue du précédent 
en ce qu'une variable de plus y a change. Comme le premier et le 
dernier expriment les deux, valeurs v et v ■+■ A v de la fonction proposée 
de ,r, la différence Av égalera la somme des accroissements partiels 
éprouvés par la fonction / iors du passage de chacun de ces états au 

suivant. 

Le premier accroissement partiel, /(» v, **■*) 4 ’j 4, ‘)> 

s'appelle la différence , /;«/’ rapport à «, de la fonction /, et s écrit 
A„/(m, v, ir), l'indice 1/ y signifiant que la variable u varie seule. 
Son rapport à A« tendra évidemment, si A« s'évanouit, vers la déri¬ 
vée de la fonction, obtenue en n'y regardant comme variable que w, 
puisque v, w y jouent le rôle de constantes. Cette dérivée dépendra 
bien, en général, de v et «% qui, suivant leurs valeurs actuelles, «'in¬ 
flueront pas tic mémo sur la manière dont y* variera présentement a\ec 
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f/; mate elle se calculera par tes règles ordinaires rie différentiation 
ries fourrions d'une seule variable. On l'appelle la dérivée partir?Ile 
de la fonction par rapport à u et on 1» représente par /;,(«, c. iv, 

rtf 

ou. d ajires lit notation de Leibnitz., par y-i le dénominateur du in¬ 
diquant n—dans cc dernier cas, que c'est la variable // qui chantre. 
Si plus de précision était réputé nécessaire, un indice, au numéra¬ 
teur, désignerait la variable dont le changement aurait fait naître 
I accroissement considéré df de la fonction, et l’on écrirait, par consé¬ 
quent, celui-ci, d n f\ niais habituellement on s’en dispense. Le rapport 

«fe ■*«/« la* a tarit ain*i pour limite ou /„(//, c, iv), peut >V\- 

ptuner par ^ -• t, ou par /„(«. i\«r) i. >.t t désigne une fonc¬ 
tion de u. c. u* et Am a êvanouîssuit en même temps que lu. Il vient 
donc 


(O 


.A" — Aw > v > «0 —/Vu, c. tr } -a r, ir » •• * J A«. 


L'accroissement partiel suivant/(«-•-A//, r — Ar. <n — J\h-~1u. c.ir), 
quon peut écrire 1 V J ( u — Am, c, ir). aurait de meme pour son rap¬ 
port limite à Ar, supposé que Ar tendît vers zéro, lu dérivée de la 
fonction f par rapport à c, c'est-à-dire obtenue en considérant le- 
variables autres que c comme des constantes. Cette dérivée s'écrira 

d * 'u /» » . , dfy U —- Al/, v, IV » 

ailleurs/ V (M T Atf, i\ «r) ou ^ , ci non pas Minpie- 


<*/* 


ment /,,(//, r, ir) nu ~- •. puisque la première variable, qui s Y coin- 

« 

porte comme une constante, a maintenant la valeur // - Am. circon¬ 

stance à remarquer. Mais, comme nous admettons, en général, la 
continuité des fonctions,/;.(//—A^, r, iv) ne diffère de f v ut. c, u*, 
que par une quantité s annulant eu même temps que lu \ d’où il suit 

que la chirercnce entre -. .et J v itt, c, <r) est une cor- 

J V 

laine fonction t l de m, c. n\ A// et Ar qui tend vers zéro quand lu et 
Ac y tendent à la fois. On a donc 

ta) fytt --Ai/, r - Ae, iv) —/i « -s Au, c, «•) r- [/;<«, <\ tv> — * s | Av. 

Knfin, le dernier accroissement partiel, 

/( « - lu. v — Ar, <v -f- Au* j -/(«-- Am, c Ar, «■ ), 

aura son rapporta Atvexprimé à la limite, si An* s'évanouit, par la dé¬ 
rivée partielle eu u*, / IV (« -Au, v- Ac. iv), réductible à/„qn. c, iv 
H, - I, Partit' »*/ iutvsU tirr . 0 
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ol) i^, avec une erreur aussi peUie que l’on veut, quand tes dif- 
tiw 

féronces A« ct ± 1 ? deviennent, imites les deux à la fois, suffisamroeut 
voisines fie zéro. IX par conséquent, en appelant £* «ne fonction de 
w ^ ac et Aw, qui s'annule avec Aff, Ar ct A<r à la fois, on 

peut écrire 


V 


I J\u — Au, v — Av, IV -- Atv) — /(« ■+• Am, V — Av, H ) 


= f f w (u, v, iv ) • Si|Aiv. 

\ 

Donc, l'accroissement demande Av, somme des précèdents (0,0). 
( 3), aura l'expression 

{ A y ît: [/„( tf, c, «0 *+- î] A« — ^ Sl ) At " 

• O | -[/*(«, i%« )~Si]Aw. 

Concevons actuellement que Ax et, par suite, Am, Av, Ah-, \y doi- 
vent tendre vers zéro et ne soient calculés qu'en vue d'obtenir des va- 
leurs limites de rapports ou de sommes. Alors Ax, A«. Av, Air. Av de¬ 
viennent les diffère.ttielles dx, du, dv, dx, dy, et s. infiniment 

petits, disparaissent à côté des dérivées/;,,/»,/^, généralement dif¬ 
férentes de zéro. Même dans le cas exceptionnel où toutes ces dérivées 
partielles s'annuleraient pour les valeurs de u, v, iv choisies, on n au¬ 
rait, le plus souvent, à comparer dy qu’à des différentielles de 1 ordre 
de du, de, du-, et la limite (nulle) d’un rapport évalué dans ces con¬ 
ditions s’obtiendrait en supprimant encore s, s„ s. de la formule U). 
Employons d'ailleurs la notation leibnitzienne des dérivées concurrent 
ment avec l'autre, et il viendra 


ilv - /•' du h- fa dv -t/' dw = % du % dv t- div. 


(■'il 


df _ ÎL 


Enfin, divisant pardx, nous aurons 

riv , . f > df d* 1 df dç 

(G) y OU ->'fw tv — du dx dv dx 


df dvv 
dw dx 


Ainsi la différentielle et la dérivée d'une fonction composée égalent 
les deux sommes respectives des produits qu’on obtient, en multipliant 
soit la différentielle, soit la dérivée de chacune des Jonctions dont 
elle dépend immédiatement, par la dérivée partielle correspondante 

de la Jonction composée elle-même. 

ij arr ive souvent que la variable indépendante x figure au nombre 
des propres variables «, e, «-de la fonction composée. Celle-ci peut, par 
exemple, se réduire à /(x, c, «-), v et «v continuant à être dos fonctions 
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plus ou moins compliquées de jf, mais u se réduisant à la fonction la 
(.lus simple, possible, qui est .r. Alors il faut éviter de confondre la 
dérivée purement partielle de/en x, obtenue sans faire varier c, ni «•, 

avec le rapport limite cherché ^ ou d £, qui est aussi une dérivée prise 

par rapport n .*■, mais une dérivée complète, obtenue en faisant changer 
tout ce qu» dépend de x, savoir x, c et tr. A cet effet, on représentera 

la dcritve complété par •—, le symbole cl,, exprimant une différen¬ 
tielle complète, et la notation restera consacrée à la dérivée par- 
t; u ii» /' r ~-dx. r, iv )— fi x, c, ip) ^ 

ueuc ~~~ -. on aura donc, par exemple, en 

vertu de (G), 


<t e f(d\ V. W) r(f rff f ,[f 

tü~~ “ dï ^ 7ÂP " • 


3fi. — Emploi de l'expression approchée des petits accroissements d’une 
fonction dans les calculs d'approximation et dans les interpolations 
par parties proportionnelles. 

On remarquera que la formule U) a été établie, en définitive, pour 
des valeurs absolument arbitraires de u, <\ h-, A u, Ac, Acr. et qu’elle 
exprime ainsi les accroissements positifs ou négatifs, A/, d'une fonc¬ 
tion continue./(//, c. ic) de variables en nombre quelconque u, c, «■. 
Or elle peut encore être débarrassée de ses termes .Au. s, Ac, %, Air, dans 

les calculs d approximation ofi les accroissements A u. Ac, Air. sans être 
infiniment petits, restent assez faibles pour que t, t„ t, ne soient plus 
que des fractions insensibles ou, du moins, provisoirement négli¬ 
geables, des dérivées partielles f' u ,f„f w de la fonction. Alors il 
vient 

i8 > V = (sensiblement)/;, Ait — /; Av — f tv Aw. 

Donc, quand (es variables d'une fonction quelconque n r éprouvent 
que d’assez petits changements A«, Ac, ..,, à partir de certaines 
valeurs Ji.res u, c. /es changements correspondants de la fonc¬ 
tion n'en dépendent à très peu presque linéairement, ou se décom¬ 
posent, avec une erreur relative très faible, en termes dont chacun 
égalé le produit d'une des petites variables A«, Ac. .... pur un 
coefficient constant. 

Supposons qu'il s'agisse, par exemple, d'un système d'équations, 
de la loimc/(«, c, ...)—o, à résoudre, et qu’on soit parvenu, ne 
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seiiut-ce «iii'à l\ûde de tâtonnements tnnbipUés, à de» valent appro¬ 
chées m, c, ,de* racine». Alors les véritables intonnuas du pro¬ 
blème sont désurmai* les petites corrections Am, Ac, . qu'il faudra 
taire subir à ces valeurs approchées u i t*. . .., c'est-à-dire qui, ajou¬ 
tées respective ment à u t c.donneront les vraies racines m — Am, 

r -- Ac.ou annuleront ri go tireuse nient les premiers membres. 

c nDiiie /<; k -r* Am, v -t* Ar, ... ), des équations. L’accroissement 
A/ /(M -r- Am, c -r- Ac, ... » --/(«, i\ ... t, de la fonction aura 
tî*>no la petite valeur ~J\n } c, ...), déjà connue par le calcul du 
premier membre f\u t c, ..effectué préalablement pour s'assurer 
(pic m, r, ... étaient des valeurs approchées. Or, d'autre part, cet 
accroissement A/ pourra, d'après (8), se mettre sous la forme 
A Am — B Ac — ..., si l’on appelle A, B, ... soit les dérivées partielle?» 
de J'i m, c,... ' prises pour les \ aleurs approchées obtenues de m, r, ..,, 
soit d'autres coefficients ne différant que fort peu de ces dérivées. Il 
vient donc, très sensiblement, pour tenir lieu de réquation 


la relation 


/( tt -t- Am, v — Ac. ... » r= o, 

A A u — B Ar — ... = — /( i/, r, ,.. >, 


qui est du premier deqrê par rapport aux. inconnues Am, Ac, .... 
Comme il eu sera de même des autres équations du problème, le sys¬ 
tème à résoudre, si compliqué qu’il fût d'abord, se trouvera abaissé au 
premier degré ; et sa solution, obtenue sans difficulté par la méthode 
élémentaire connue, donnera des valeurs m 4- Am, c -r Ac, ... beau¬ 
coup plus exactes que les premières u. c .Kn parlant ensuite de 

ces nouvelles valeurs comme on l'a fait de m, v, ..., on en obtiendra 
de même d'autres bien plus approchées encore, supposé que ce soit 
nécessaire; et ainsi de suite. 

Ouant aux coefficients À, IL ..on pourra les prendre égaux aux 
dérivées partielles de /(u. c, . . si celles-ci sont faciles à évaluer. 
Sinon, comme on aura fait antérieurement fessai de plusieurs m "tonies 
u Am, < - Ac. ... de valeurs inconnues, distincts mais voisins de 

celui m, r, ... auquel on s’est arrêté à une première approximation, 
et que leur nombre aura été. en général, au moins égal à celui des 
inconnues, ou profitera de ces e>-ais, qui auront ainsi donné direc¬ 
tement tout autant de valeurs exactes de A/’, pour former entre A, 
B, ... un pareil nombre d’équations de premier degré, de la forme 

t Am ') À - ( Ar i B ~ A/. 

Seulement, leurs seconds membres connus \J 'différeront relativement 
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quelque peu de ce qu'il* auraient été si en tes avait calculés par la 
formule seulement approchée ftfj, c'est-à-dire en mettant dans les 
premiers membres, pour A, B, .les dérivée* particlhs exactes 

f ( À u t <’» • • -h/i-( w > ... *.Donc, la résolution de ce système 

d'équations du premier degré conduira, pour les corflicienls A, H. ..., 

à des valeurs parfaitement admissibles, très voisines de f u% f\ . 

Otto méthode sera seule praticable dans certains ca>, notamment 
quand on ne cnn naîtra les fonctions /(«, <\ ... .1 <|tie sous in forme de 
»énes convoi joutes, en donnant de divergentes par la différentiation; 
ce qui est po-*ible. comme on a vu ( p. A* ). 

b ailleurs, dans l'expression linéaire approchée <Ie if. les oocfli- 
cients A, lt, ... déterminés de la sorte ne présentent, en général, 
aucun désavantage sur les dérivées exactes f \,. .... mieux appro¬ 
priées seulement nu cas d'accroissements A//, Ar, ... infiniment pe¬ 
tits; et, souvent même, ils leur sont préférable*. Cela arrive, par 
exemple, dans le cas d'une seule variable u ,r : si l'on y appelle a 
et b les deux valeurs, assez voisines, entre lesquelles on fait varier ,/*, 
Je petit accroissement f{x) —/(<?), qu'il s'agit d'exprimer à fort peu 
près par A( r --- a ), l'est généralement mieux en y déterminant \ par 
l'équation J\b) —/(<?) =: \ (// — a), c'est-à-dire en prenant l'accrois¬ 
sement en question exact à la seconde limite ./■ ~ b tout comme à la 
première .r r : /ï, qu'en y posant A =: /'{&); ce qui le rendrait aussi 
approché que possible dans le voisinage de ,/* = a, ou y ferait le rapport 

ji j \ fi aj exacl ^ cetle ii m p c mais, par contre, de plus en plu* 
jr — a 1 

inexact à mesure qu'on s'en éloignerait, c'est-à-dire aux moment* 

mêmes où. dans l'expression cherchée de /(.r) —/( a », le facteur .r — a 

qui multiplie ce rapport est le moins faible. L'erreur commise, qu'on 

n'aurait ou soin d'v réduire qtt'auprès de la limite ,r :.a, irait dont' 

s'exagérant à l'approche de l'autre limite, tandis que. obligée de s an- 

nu 1er même à cette dernière lorsqu'on pose A — •—y-- •——-» “lie n a 

nulle part, en quelque sorte, assez de jeu pour grandir beaucoup. 

L'opération qui consiste à remplacer ainsi, entre deux limite* 
,rr :a, .r -- />, une fonction fur) par une autre plus simple, comme 
fia) — A(.r— a\ en vu,-s d'obtenir avec une certaine approximation 
les valeurs /\.r) intermédiaires, s'appelle interpola li»n quami on 
y astreint la fonction pius simple à égaler la proposée /(.r) aux 
deux limites, et extrapolation, quand on l'astreint à égaler f(x) 
à une limite seulement, mais en l'y faisant varier comme /(«ch 
Dans le cas où la fonction plus simple est du premier degré, de la 
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forme 

/(a)A(x — au 

et où il s'agit par conséquent de substituer à Tare, Retendant entre le* 
abscisses a. b, de la courbe qu'exprime l'équation r ~/(.r b uim* droite 
y ~ f( a ) -r- A(»/‘ — «) i**ue de son extrémité x l'interpolation 

consiste donc ù prendre, comme il vient d'ètre Indiqué. A , 

1 b - a 

ou à remplacer l are par sa corde, et, l'extrapolation, à poser, con¬ 
formément à la formule (8), \ ~n/'(a), ou à prolonger la courbe 
dans la direction quelle affecte à l'extrémité considérée x ... */, eu 
lui substituant ainsi sa tangente. Dans les deux cas, vu la constance 
supposée du rapport des accroissements /(.r) —/(fl) de la fonc¬ 
tion à ceux .v — a de la \arialde, l'opération est dite effectuée par 
parties proportionnelles ; mais le coefficient de proportionnalité, À, 
n'y est pas tout à fait le même. Les réflexions qui précédent montrent 
que l‘interpolation, où l'erreur se trouve annulée séparément a chaque 
limite, e-st plus sûre que l'extrapolation, et qu'elle est aussi générale¬ 
ment plus facile, du moins dans les cas oh rien ne s'oppose à ce qu'on 
évalue directement la fonction aux deux limites, 

La méthode d'approximation des racines par double fausse posi¬ 
tion, après qu'on a obtenu deux limites voisines x — : a, ./■ b don¬ 
nant des signes contraires au premier membre do l'équation f{x) ~ o. 
équivaut à supposer, dans l'intervalle, 


/<>) ==y(<at)-r -\(x — a p avec 


A — ( ^ * — f' n ] 
ù — a 


et, par conséquent, à procéder par interpolation, tandis que la mé¬ 
thode d approximation de Xewton consiste à preudre, entre les même* 
limites, 

fx) — fia) *r-f\ €t)ix — a ), 

ou à opérer par extrapolatinn. D'ordinaire, elles se complètent mu¬ 
tuellement et donnent pour x — a , à l'instant où /(.r) ~o, deux va¬ 
leurs approchées — ~~ » — fTtif entre lesquelles se trouve la vraie. 
Ln effet, par raison de continuité ou plutôt de graduelle variation, 
le rapport —— s 'éloigne de sa valeur initiale f\«) à me¬ 
sure que x s'éloigne de a, et n'a pas cessé de varier ainsi toujours 
dans un même sens quand il atteint sa valeur A relative à l'autre li¬ 
mite «rrr b 9 pourvu, du moins, que l'intervalle b —a soit suffisant- 



E 3 IPt.Mi DK l/lNTfcr.rOLATIOX DANS LES UUCU I‘AU LOGARITHMES. 7* 

ment étroit; d’où il suit que h valeur — de ce rapport, à l'in- 

stant intermédiaire inconnu où f(*z) --o.est comprise entre les don* 
quantités /'(«)> A, très peu différentes, et que, par conséquent, ta 

i /(fl I fya \ mm • *1' i 

correction. ,/• —a, tombe entre — '——et — y<«~* 'tais, si Ion de¬ 
vait choisir entre les deux procédés, ce serait J» tous les point» de vue. 
l'ancienne et naturelle méthode de double fausse position, ou des 
différences, qu'il faudrait préférer, d'après les considérations précé¬ 
dentes. 

37. — Application aux calculs logarithmiques. 

On sait que l'interpolation par parties proportionnelle-* sert à éva¬ 
luer les logarithmes décimaux non contenus dan*- les Tables, par 
exemple, ceux des nombres fractionnaires compris entre rooo et ioooo 
quand on se sert de Tables donnant dans cet inter* aile, avec cinq dé¬ 
cimales exactes, les logarithmes de tous les entiers, Pour reconnaître 
qn elle y est parfaitement légitime, essayons d'apprécier l'erreur rela¬ 
tive quelle entraîne sur la correction cherchée, c'est-à-dire sur la 
quantité qu'il faut ajouter au logarithme donné d’un certain nombre 
«, pour avoir celui du nombre proposé n - h compris entre n et n H~ i. 
Comme les logarithmes des nombres entiers ou fractionnaires, leurs 
différences respectives et telles fractions déterminées qu on voudra 
de ces différences sont, dans les divers systèmes de logarithmes, des 
quantités simplement proportionnelles aux modules, il est clair que 
l'erreur relative commise sur la correction sera la même dans tous; 
ce qui permet de raisonner comme s'il s'agissait de logarithmes natu¬ 
rels, on de la fonction log# qui a pour dérivée j » D'après la formule 

de la page 35 . le rapport de la correction exacte leg(/i h'\ -- Ioîï«, 
accroissement de la fonction, à l'accroissement correspondant ft de la 
variable, égalera la dérivée prise pour une valeur intermédiaire « — h h 
de celle-ci; cl. si l'on appelle o cette correction exacte, on aura 


— Il h 


| 

Or la différence tabulaire est la valeur, -—-“ 7-7 qu elle reçoit dans le 
M n — 'Ji 

cas particulier h = r, cas pour lequel j’appellerai 0 4 ce que détient 0 : 

et la règle des parties proportionnelles consiste à prendre en général Z 

égal à sa fraction /*, ou à poser Z ==. -—y > valeur approchée infé- 
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rîcure à la valeur exacte ( 9 ), Je 

A 


IO) 


n - 0 h 


Jh_ 

n • ■ G t 


_ h __ 0 , - 0 /, 

/i-r- Ô/i /t — 0, 


L'erreur relative par défaut qu’entraîne rapphY.ui.m «le la régir 
usuelle égale Joue ? fraction qui n'atleinL pas car son numé¬ 

rateur ist, eu valeur absolue, inférieur à l'unité. et. m»u dénomiua- 
tour, siip'rieur à //, \iiiM, quand ou se *ert. dans ta Table, de* 
logarithmes des nombres entiers compris entre iooo et joo*m». l’inter- 
pofation par parties proportionnelles n altère pas même de leur mil¬ 
lième partie les corrections à clfectuer; et, comme la [dus grande 
différence tabulaire, entre ces limite*, e*t l'excédent, o.ouo .Jd, du U\< sa- 
ritlimede rooi *ur celui de iooo, l'erreur n'atteint jamais o.oouooo }.?, 
quantité complètement insensible, pui*qu'elle n'e*t pas le dixième de 
1 erreur la plu* grande, pouvant s'élever à une demi-unité du cin¬ 
quième ordre décimal, que cause la suppression des décimales du 
Mvième «mire et au-des-u*. 

I)è> que n dépasse quelques uniLés, 0 et 0 , égalent sensiblement -J, 
d'upré* une formule qu'on v erra plus loin [u° 9 V, formule (LT)J. On 
le reconnaît, du re*te, de suite en observant que, à égale distance de 
part et d'autre «le la valeur ,t: r: n — -4, movenne entre les deux 
considérées * rdntivornent [jeu différentes) n et n - 4 , les pentes, 
/’ (,/■>. d’une fonction /> ,r) aussi graduellement variable que log./*, 
prennent deux valeurs dont l'une dépasse /'{n — £ 4 ;, très sensible¬ 
ment autant «pie l'autre est en dessous; d'oîi il suit qu'à des accrois¬ 
sements infiniment petits égaux */.r, comptés à partir de deux va¬ 
leurs æ ainsi équidistante* de /«-»-J4, il correspond deux accrois¬ 
sements f\.c)(Lr de la fonction avant, à fort peu près, la même 
somme que *i chacun d eux valait J'\n~~ £4; <Lc. I)mic, même en 
tenant un compte très approché des variations de la pente /i.r) 
entre les «leux limites et ,rr n — 4. racornissement total, 

J\fi f- 4 I — J\ n*, de la fonction, d'une de ces limites à l'autre. e*t. 
le produit du facteur constant /'(« -r- 1 A) par la somme, 4 , des ac¬ 
croissements successifs if.c de la variable; ce qui revient bien à 
prendre n ~~ [h [jour la valeur intermédiaire précédemment appelée 
n -04, ou à écrire 0 

Cela posé, en remplaçant de la sorte 0 et 0 , par J, et en négligeant 
d'ailleurs au dénominateur 04 à coté de /i, l'erreur absolue par défaut 


(io) t comparée à la différence tabulaire 


n 


n - > en sera la fraction 
’m 
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j nu plus égale à > car l'expression h(i^- h }, ou * -- {h — Jt*, 

ne dépasse évidemment jamais le terme ~ auquel elle se réduit pour 
/r ::.n J. La plus grande erreur qu'entraîne la règle usuelle d'interpola¬ 
tion ife?»t donc que la 8w î * ror partie environ de la différence tabu¬ 
laire. Yu^si pourrait-on, à la rigueur, employer cette règle, sans cesser 
de garder cinq décimales dans les logarithmes, si Ton se servait d'une 
Table ne donnant les logarithmes des nombres entiers que de 100 à 
1000 ; car la différence entre les deuv logarithmes décimaux de ion 
et de 101 est 0 . 00 'j3s, fraction dont la 8/d‘ :me partie. cVl-à-din» ici 
le 8of> u ' ;n '\ ne dépasse pas beaucoup une demi-unité du cinquième 
ordre décimal. Il n*\ aurait donc lieu qu'asse/. rarement de forcer d une 
unité le dernier chiffre décimal de la correction ou, plutôt, du loga¬ 
rithme, lequel peut déjà dans la Table, pour le nombre w, n’ètre 
approché qu'à une demi-unité près par défaut, 

On voit toutefois que le procédé ordinaire d'interpolation ce-se 
d'ètre sur, dans les calculs logarithmique* à cinq décimales, quand la 
diJfrntM v* tabulaire atteint la valeur o,oo43a, ou, ce qui revient au 
même, quand il se présente une différence relative allant jusqu'à i J , tt 
entre deuv nombres consécutifs (entiers ou fractionnaires) de la 
Table dont on veut se servir; car alors, si l'on remplace les deuv 
nombres consécutifs à employer de cette Table, et le nombre intermé¬ 
diaire dont on demande le logarithme, par d'autres proportionnels, 
c’est-à-dire avant entre leurs logarithmes les memes différences, mab 
calculés de manière a rendre égale à 1 la différence des doux nombres 
en question de ta Table, le plus petit d'entre eux ne dépasse pas 100 et 
l'erreur entraînée par la règle peut être supérieure à une demi-unité 
du cinquième ordre décimal. Toute différence tabulaire employée sera 
donc tenue donc pas excéder environ 'joo unités rie cet ordre, à moins 
qu on n'use de modes d'interpolation plu* complexes, en ajoutant, par 

evempic, à la correction accoutumée, la fraction - ~ de la diffé- 

■> a 

rencc tabulaire, tant que celle-ci restera inférieure à une certaine 
limite (au-dessus de laquelle ce procédé même ne suffirait plus ). 

Le cas signalé se produit pour les sinus et les tangentes d\ine centaine 
d'arcs environ au commencement des Tables trigonométrique* ; on évi¬ 
tera donc de s'y servir de la règle d'interpolation usuelle. Comme ces 
sinus et tangentes sont sensiblement en raison directe de leurs arcs, on 
n'aura qu'à y appliquer le principe des petits accroissements propor¬ 
tionnels, non auv logarithmes, mais seulement aux nombres, e.Y^t- 
à-clire auv fonctions sinus et tangente, comparée* à l'arc. 
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38 . — Différentiation de fonctions explicites quelconques. 

Les fonctions explicites de forme finie exprimables par les signes 
de l'Algèbre ou fie la Trigonométrie» n'étant que des combinaison* 
des fonctions simples étudiée?, dan» les seconde et troisième Leçons, 
se réduisent à des fonction? de fonction, fiu à des fonctions composées, 
de celles-là. Donc les règles précédentes permettront de les dilFéren- 
tier toutes* Plusieurs même de ces règles n'auraient pas eu besoin 
detre directement démontrées; car elles constituent de simples appli¬ 
cations des autre*. 

Telle est. par exemple» celle qui concerne un produit r/vir de fac¬ 
teurs variables. En «y faisant varier successivement que w, ou «*, ou ir, 
on a les trois dérivées partielles rn\ «•//, //<*; et la formule ( 6 ) donne 
bien, pour la dérivée totale du produit, nr— m/p'-r-wrir', confor¬ 
mément à la relation (i) de la page 3 ~. De même, les deux dériv ées par¬ 
tielles d’un quotient ou //r“ l , par rapport â u et à c, sont * > i 

ce oui conduit bien à la dérivée en .r. ~ — — ——— » obtenue 

1 • ç 4.2 v- 

cgalcmcnl à la page [formule (2 jJ. 

De même encore, la règle pour dili’ércntier une fonction y m /*(.r) t 
inverse d'une autre donnée .r — ^ (y), résulte immédiatement de celle 
de différentiation des fonctions de fonction; car 5 (y), expression de*r, 
n'est autre que la fonction de fonction '?[/(-**)] P ar conséquent, sa 
dx 

dérivée ou 1 vaudra le produit des dérivées ©'( y),fi*) des deux 

fonctions qui y figurent. Ainsi, ces deux dérivées, de la fonction di¬ 
recte o (y; et de la fonction inverse /(-r), égalent bien l’inverse l'une 
de l'autre, conformément à la régie de la page J 3 , que l'on a plusieurs 
fois appliquée (pp* 5 i et 60). 

Prenons, comme exemple de fonction composée dont la dérivée n'ait 
pas été obtenue dans les Leçons précédentes, Y exponentiel le à hune 
variable y u i \ Su dérivée par rapport à // est celle d'une puissance 
de la forme n m et vaut, par conséquent, tandis que sa dérivée 

par rapport à c est celle d'une exponentielle de la forme a v et vaut 
On aura donc y'=r vu^~ l a f — (*f p Iog«j t*\ Si Tou a, par 
exemple, u = .r et v ~. r , ou y ~ jr* } il vient simplement 


y 1 zts ( I — logr). 


vu que u* et v se réduisent à l'unité* 
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39. — Différentiation des fonctions implicites. 

Même 1 os dérivées des fonctions implicites définies ou moyen d'équa- 
trons non résolues s’obtiendront, et sous une forme remarquable, à 
l'aide des règles précédentes, pourvu que les membres de ces équa¬ 
tions soient des fonctions explicites connues des variables qui \ pa¬ 
raîtront. 

Commençons par le cas d’une seule équation, ramenée à la forme 
F(.r, y) ~-o* ou même plus généralement à la forme F(jf, y) -- une 
constante c. entre une variable indépendante x et une fonction y de 
celle-ci. Le premier membre F(«r,y), supposé qu'on y regarde d'abord 
y comme mie fonction quelconque de x, est évidemment une certaine 
fonction composée, a\anl pour dérivée complète F^fjr, y) -r F, U* t v)y'. 
Mais de proche en proche, on détermine y par la condition donnée 
que, x variant, F(.r,y) ne cc*se pas d’égaler la constante c. cette dé- 
rivée complète s’annulera continuellement, et 1 on aura 

Flc-r-y'FJ = o. 

Autrement dit, le rapport des changement* élémentaires dx et dv. 
qu'éprouveront à chaque instant les variables x et y. se réglera, eu 
vertu de l'équation F<>, y) rz: c, de manière qu'il y ait compensation 
entre les deux accroissements infiniment petits partiels correspon- 
dants, l : u dx et F v dv ou l\y’ dx, de la fonction F( .r, y). 11 vient 
donc, en/, l'équation du premier degré, dite équation de Sluze, 


’ dy 


y — o; 


d’où 


F r < x, r ) t 
F» < jr, y} * 


et la dérivée delà fonction implicite y se trouve ainsi exprimée au 
moyen des valeurs actuelles .r, y des variables; ce qui dispense d'une 
discussion plus ou moins laborieuse pour chercher ce que deviendraient 
a: et y dans le voisinage. 

L'équation proposée F(jr, y) c n étant pas du premier degré en y 
(sans quoi sa résolution, immédiate, changerait y en une fonction ex¬ 
plicite de x », l'une au moins des deux dérivées partielles de F, savoir 
F> (.r, r), contiendra y dans son expression. Donc la dérivée trouvée v r , 
quotient de — F^. par F^. différera de celle qu on aurait eue si htlonc- 
tiony avait été explicite, en ce que sa valcurne sera pas exprimée en fonc¬ 
tion de .r seulement, mais aussi et surtout en fonction dey : circonstance 
qui oblige finalement, si Ton veut calculer y', à résoudre 1 équation 
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F(.r, v) c pour la valeur actuelle i\e,t > roais-d'oit résulte, par le fait 
même, dans les cas où il existe plusieurs racines É y ou plusieursbranches 
de la courbe» Fl x>v) -r.c, le précieux avantage de pouvoir obtenir pour 
toutes une dérivée de la même forme, ne se diversifiant île 1 une à 1 autre 
racine qu'à raison de fa valeur différente der. Si, par exemple, leqnn- 
2 îoii Fi.r. ri c a pour premier membre une fonction rationnelle et 
entière de .r et de r, connue il arrive, après l évanouissement des dé¬ 
nominateurs et l'élimination des radicaux, dans l et iule des courbe*' 
algébriques, les dérivées partielles F’,, Fj seront an**d deux p«d\- 
uêmes; et le coefficient angulaire y' de la tangente se trouvera ex¬ 
primé par une fonction rationnelle de x et de y, beaucoup plus 
simple que l'expression, Compliquée de radicaux, à bujmdle nmclui- 
rail la différentiation de la valeur explicite de r dans le> cas, le-moins 
difficiles pourtant, où l'équation F \x, y) c serait algébriquement 
résoluble. 

Soit, connue exemple, réqiiatioit de l'ellipse 

a i yi b 2 xt~ a* b* o. 

V 

On a ici c--o et F(,/.*, v) - ; «b 5 - &*.r s — a 1 b* ; d'où 

F,Y il^.r, F;. = afl*n 

li vient donc. pour le coefficient angulaire de la tangente, 

t h jt 

U \f U *—-C a 


V 


b* r 
<t * V 7 


au lieu de 


cl 


\ <*' 


i:~ 


qu'on aurait en prenant les <lcux \ «leurs explicites, 
de v. 

t- 

Une fonction v inverse d'une autre x - o ( v) peut être encore pré¬ 
sentée comme exemple remarquable de fonction implicite. Klie se 
trouve, en effet, définie par l'équation non résolue x ~~ zt v) "~o; ce 
qui donne F U. v \ ~ x — ~A y ). — i, F', r-- — ç'iv i : d'où, en vertu 

de fiU, r 1 ‘ -v - 1 ■ * conformément à la règle, presque évidente d’ail- 

* z> i v J 

leurs, rappelée plusieurs fois, pour difFérenlier ces sortes de fondions. 
Elles offrent, comme on voit, cette particularité, que leur dérivée ne 
dépend pas directement de la variable indépendante .r, mais seule¬ 
ment de ba fonction. 

Passons maintenant au cas de plusieurs fonctions implicites r, 
//, c'est-à-dire à celui où l'on a, entre x et y 9 v. w, pour définir 
ces fonctions, un pareil nombre d'équations non résolues, île la forme 
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f l* t Ÿ+ Z r U}rz O, $(,**, >\ <5, If} — O, ^U f r t 5, W}:r:O t Ott, |>UiS 

généralement, 

/*t r, j, z x u ) = c, t; ( jt, y, -s, u ) — c\ *v f -r. y. c' t 

r, c', c" désignant des coas tantes quelconques. Comme les variable-* 

V» s, // varient, avec jr, do manière qne les fonctions composées 

/' ?» ’r gardent sans cesse leurs valeurs primitives, il y aura encore 

lieu d'annuler les dérivées complètes des premiers membres/, s, 

c'est-à-dire de poser, entre r', z\ «\ les équations du premier degré. 

à coefficients fonctions de ,r, v, «: 

* 


<//î ,# 


</« “ 


df df . c//’ , df , 

. -f y-5 u - - o, 

l dv * r/j </« 

1 (/'; r/s //•; 

f I x'■ ■ V “ y V -- 5 ■ - « o, 

, r/.r «c «/« 

I y. O. 

f/j* </s f/ii 

Donc, quand plusieurs fonctions d’une variable sont définies par 
un pareil nombre d'équations non résolues, les dérivées de ces 
fonctions s’obtiennent , quelque compliquées que soient les relations 
données, en résolvant un simple système d’équations du premier 
degré, auxquelles conduit la dijférentiation de ces relations . il 
vient par suite, si les équations proposées sont algébriques et débar¬ 
rassées de leurs radicaux, des expressions des démées cherchées y'. 
z\ té contenant rationnellement la variable Indépendante .r et les 
fonctions implicites y, z , u elles-mêmes ; de sorte que ces expressions 
uniques donnent autant do systèmes distincts de valeurs qu'il v eu a 
pour les fonctions implicites, c'est-à-dirc qu'il y a de systèmes de 
racine* y, z. w, fournis pat* les équations proposées après «substitu¬ 
tion à x de *a valeur actuelle. On ne sera donc pas dispensé de déter¬ 
miner finalement ces systèmes de valeurs de r. z* u ; mais une réso¬ 
lution numérique des équations suffira, au lieu de la résolution 
générale, ou d'une in finité de résolutions numériques, qiéil aurait 
fallu pour reconnaître directement la manière de varier des fonc¬ 
tions r, a dans le voisinage de leurs valeurs actuelles , 


40*. — Supériorité d’une certaine forme implicite de réquation, sur sa 
forme explicite, pour exprimer une courbe plane; équation de la tan¬ 
gente : des points singuliers que présentent certaines courbes. 

(Compléments p. 
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if . ■ - pian tangent à une surface. 

Q uatu I une surface est représentée par une certaine équation, de fa 
forme s -fi 1 -'* v), entre son ordonnée z et scs coordonnées r et v, 
; devient une fonction composée ne dépendant, en définitive, que 
d'une seule variable t, pour toutes les lignes, MM' par exemple, U.i- 
cées sur cette surface. Si t on mène, en effet, des parallèles comme 
U/», M 'ni, .... à Taxe .les s, leurs pieds, »», /»', ... sur le plan de- 
,-Y. formeront une certaine ligne où -r et v, coordonnées du point 

FÎÇ. II. 


u.v.st 


/ rt.ÿi«5i 

% A ÿ~ a ¥,*+**) 


«v 

Z.'J .r-rd r.tl-HHfi 


quelconque ni, seront, par exemple, fonctions d'une variable auxi¬ 
liaire t, caron pourra concevoir cette ligne décrite par un mobi e 
(p. 33); et l'ordonnée correspondante »»M — s— f(*>r) de la sur¬ 
face deviendra bien aussi fonction de t par ('intermédiaire de .r et y. 

Faisons, pour abréger, g -=/>, g = '/, ou convenons d'appeler/> 

et q les deux dérivées partielles respectives J X (x,y ),), ( I ue 
nous supposerons d ailleurs continues et bien déterminées dans tout 
le voisinage du point considéré m(x,y), jusqifà de très petites dis¬ 
tances. La dérivée z' sera évidemment pœ* qf : en d autres termes, 
on aura 

(,fl) dz~ pdx — qdy. 

Cela posé, concevons que Ton mène sur la surface, a partir du 
même point M et dans tous les sens possibles, une infinité de courbes 
comme M\f\ auxquelles correspondront, sur le plan dos ,r>% tout 
autant de lignes mm' rayonnant autour de nu Un point quelconque 
\f' ( X -i-dx, v-4- (tyy z -i- dz) de la surface, infiniment voisin de M, 
pourra ainsi lui être relié par un arc élémentaire MM', dont la tan¬ 
gente en M sera le prolongement, M'T, de sa corde MM'dans la situa- 


t 



ni: i*i .an tancent a i:nk su* h r ace. 


<ï*> 


tion limite qu’on a en vue par lé fait même qu'au Emploie les notations 
dx x dy . Si l'on appelle x lt y ti z t les coordonnées d*un point mo- 
bile T décrivant cette tangente, les trois différences r, — .r, y\ —y 7 
z t ~ z varieront d'ailleurs, d’après un caractère distinctif dos droites 
dans l'espace, proportionnellement à MT, en gardant *ans cesse entre 
elles les mêmes rapports qu’à l’instant où T se trouve en M f et où 
j*, ——y, z t — z égalent djc t dy y dz+ Les différentielles dx y dy t 
dz peuvent donc être remplacées, dam» l'équation (iG) (jui contient 
seulement leurs rapports mutuels, par jt x — -r, y t — r y v, — z\ et il 
vient, entre les coordonnées courantes x { , r,, z t de toute*» les cordes 
infiniment petites prolongées, ou tangentes, menées en M à la surface, 
la relation du premier degré 

(i~) Zi-p(x i —x)~q(yi-~y). 

Or, dans cette relation, où Zi — z varie proportionnellement à 
x t — jc, tant que v, — y ne cliange pas, et proportionnellement à 
Vj — y (avec un autre coefficient de proportionnalité) dès que x l — .r 
reste constant, on reconnaît féquation d'un plan. Elle nous permet 
donc de dire qif une tangente à la surface f en tournant sur celle-ci 
autour de son point de contact , décrit un plan , ou encore que, dans 
une étendue infiniment petite autour du point de contact con¬ 
sidéré, fa surface ressemble à ce plan au même degré qu’une 
courbe à sa tangente . En effet, nulle ligne telle que MM\ tracée 
sur la surface à partir de M, ne peut s'écarter du plan en question 
plus qu'elle ne fait de sa tangente MT qui s'y trouve comprise, dont 
la distance à un quelconque, M', des points de la courbe voisins, égale 
seulement le produit de la corde correspondante MM' par le sinus 
de l’angle infiniment petit TMM' de celle-ci avec sa direction limite 
MT. Et de même que toute droite fis.e is*ue de M, mais différente de 
MT, fait avec les cordes comme MM' et avec MT des angles finis ou 
sensibles, de même aussi, tout plan mené par M, mais autre que le 
lieu des tangentes MT, coupera ce lieu sous un angle tin» et s'écar¬ 
tera infiniment plus que lut de la surface dans le voisinage de M. 

Pour ces diverses raisons, le plan représenté par l'équation (17) est 
dît tangent en M(.r, v, z) à la surface. On voit qu'il est le seul plan, 
mené par le point de contact M. dont tout point de la surface soit in¬ 
comparablement plus proche que du point de contact lui-même, dans 
un très petit rayon autour de ce dernier; de meme que la tangente 
à une courbe est la seule droite, menée par son point de contact, 
dont les points de la courbe voisins soient infiniment moins distant" 
que de ce point de contact. 
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— Supériorité d'une forme implicite de l'é^tioa d'Une surface 
sur sa terme explicite; des points singuliers de certaines surfaces. 

(Compléments, j>. 4 S *'J 

i:} # . • Différentiation d’une fonction de point le long d’un chemin 

donné. 

(Complément», |). 'il*.) 

_ paramétre différentiel du premier ordre d’une fonction de point. 

(Compléments, |>. V**.) 

- * Signification géométrique du paramètre différentiel du premier 
ordre ; cosinus directeurs des normales à une famille de surfaces. 

{ftjfijfjJciucuts, >>*4) 

lu*. - Pente d’une surface; notion des lignes de niveau et des lignes 

de plus grande pente. 

(Compléments* }>• Oo*.) 
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DÉRIVÉES ET DUT ÉUENTIKLLKS D'ORDRE SI PÉRI Kl R DES FONCTIONS 
SIMPLES OP COMPOSEES; ’COLKBI HK DES COl.RBKS PLANES ET 
PARAMETRE DIFFÉRENTIEL 1)1 SECOND ORDRE DES FONCTIONS DE 
POINT; *C.HAM;KMEVrS DE VAI» ARLES. 


47. — Des dérivées d'ordre supérieur : exemples. 

La dérivée d'une fonction vt= jt) d'une variable indépendantes 

. dy . 

étant une nouvelle fonction, -j- ou et celle-ci, dans toutes les 

applications de Y \nalvsc, se trouvant graduellement variable comme 
y ( sauf parfois pour de> valeurs isolées de ,r) $ il v a lieu de considé¬ 
rer sa propre dérivée : on appelle dérivée seconde de la fonction 
/*( ./•) ou v cette dérivée de h dérivée première* Dans le mode de no¬ 
tation de Newton ou «le Lagrange, on la représente au moyen de deux 
accents dont ou affecte la lettre désignant la fonction, c'est-à-dire 
qu'on l'écrit, par exemple, v* ou De même, la propre dérivée 

de cette dérivée seconde reçoit le nom de dérivée troisième et se 
marque, au moveu de trois accents, v" ou/'“(>■). l- 1 ainsi de suite. 

Prenons, comme premier exemple, le polynôme, d*un degré entier 
quelconque ni* 

y — V o x m • A j x m ~ 1 t- A j x m -* • -_ 

En dilférentiant sa dérivée première 

y — m A„ r m ■ * - ■ -1 »i ■ -1 î V j j-"*-* ( m -- a i \± .r IM -* ..., 

qui est un nouveau polynôme, mais du degré m — i. il vient 

y' m {m - - 1 1 \„■ ( m — i h m — a ) À t .c ,n 3 ■ ... : 

et l'on continue de même pour les dérivées suivantes. Le degré du ré¬ 
sultat s\ibaisse d une unité à « batpie dilièrentiutiou; «le sorte que la 
dérivée y ‘ m '(r . ,w ‘ A 0 , u'atleinlplus que le degré zéro. 

Ainsi, (jnanti une fonction est rationnelle et entière, sa dérivée d'un 
ordre é t u<t( au fleuré de la (onction se réduit à une constante, et 
les dérivées d'ordres plus élevés sont nu lies, 

IL — !. Partie élémentaire, r 
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Soient, comme second exemple, lés trois fondions 

y — c r , y - coîh,r «m }(<?■*“— e -*), y -s sinli.r on £ \ e x ~ c ■■■*“». 

On «?a»t que, s'il s'agit de la première, sa dérivée lui est égale : fait 
d'on l'on déduit aisément que. s'il est question de la deuxième et rie 
ta troisième, chacune des deux a l'autre pour dérivée. Donc, l'expo¬ 
nentielle c x se reproduit à chèque différentiation, et, les fondions 
hyperboliques cosh,/‘, sînF*,/\ à chaque couple de différentiations . 
(Test ce qu’on exprime, pour l'exponentielle y — <?*, par l'équation 
y* rrzv et, pour les deux fonctions >•■= coshx, r .r= si n fur, par l’éqrru- 


tion > 


,r _ 


V, 


Prenons enfin, comme dernier exemple, les deux fonctions cireu~ 
la ires y n. co$./\ y ~ sin^c. Ici, chacune des deux a l’autre pour dé¬ 
rivée, avec changement de signe quand on diHérentie le cosinus; ce 
qui fait toujours un changement de signe et un seul sur deux diffé¬ 
rentiations consécutives. Par conséquent, chacune des deux fonc¬ 
tions circulaires y ~ cos.r, y ~ ~ sin x ne se reproduit qu'en valeur 
absolue par deux' différentiations; et l'on a, non plus, comme pour 
les cosinus et sinus hyperboliques, l'équation y v mais bien 

l'équation y r '=:—v ou y’'—y::- o. Kn tenant compte des signes. il 
faudra donc quatre différentiations consécutives pour retomber sur la 
fonction d'où Ton part. 

48. — Désignation de ces dérivées par des quotients différentiels ; 
notations et opérations symboliques. 

La notation de Leibnitz s’applique également aux dérivées d'ordre 
supérieur, puisque ce sont toujours des dérivées premières d'autres 
dérivées cl que toute dérivée première est le rapport des deux accrois¬ 
sements infiniment petits .simultanés de la fonction qu'on dilVérentie 
et de sa variable. Dans le calcul d'une dérivée seconde y* ~;/ v (.r), 
la fonction actuellement différentiéc n'est plus r, mais bien sa dérivée 

dont la différentielle correspondant à l'accroissement dx de la 
dx 

variable s'écrit naturellement d ^ : cette dérivée seconde sera donc 

, dy 

d 

indiquée par La dérivée troisième, quotient de la différentielle 

d ± 

, dr 

^ "TÂT' 

de cette nouvelle fonction par d.r % aura de même pour notation -—y— ; 
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el ainsi de suite. Afin de réduire l’espace excessif que tiennent bientôt 
ce* expressions dans le sens de la hauteur, on couvient de mettre la 
fonction ditïérentiée, lorsqu’elle est déjà une dérivée et, par consé¬ 
quent, une fraction, non en numérateur à la place laissée en blanc 

fl l 

^ a,ls S7’ tna * s ft P p * s sorte de fraction fictive y et sur la même 

ligne qu elle, comme si Ton se contentait d'abord d'indiquer une mul¬ 
tiplication algébrique de fractions, dans Fidée de l'effectuer plus tard 
en faisant de toute la fraction multiplicateur le dernier facteur du 
numérateur du multiplicande, chose évidemment permise. ba dérivée 

première pourrait ainsi s‘écrire ~v, s'il n’était plus simple de mettre 

mais la dérivée seconde s'écrira effectivement la dérivée 

dx du ■* 

, . .. d d dv 

troisième. —-—— ; etc. 
dx dx du: 

a • fl 

La notation devient ainsi la simple indication d'une diffé¬ 
rentiation. à effectuer par rapport à x sur la fonction écrite à 
ta suite. On qualifie de symbolique toute expression analogue, qui 
ressemble, dans les formules, à une expression algébrique ordinaire 
ou représentative de quantités, mais qui, en réalité, «'indique qu’une 
certaine opération ou un certain ensemble d'opérations, à effectuer 
sur îles quantités désignées (uu censées letre) après. Ces sortes d'ex¬ 
pressions sont très commodes quand, pareillement à ce qu'on vient de 

voir pour la répétition du symbole les opérations infiniléâimale». 

ou les autres combinaisons qu’elles indiquent, se succèdent et s'en¬ 
chaînent comme les opérations algébriques qu'on aurait à effectuer si 
ces expression* représentaient des quantités \ cri tables; car alors il 
suffit de leur appliquer presque mécaniquement les règles du calcul 
algébrique dont on a l'habitude, pour pouvoir, en quelque sorte, 
transposer , à la fin des opérations, les résultats donnés par ce calcul 
dans l'Analyse infinitésimale où leur sens devient tout autre. Déjà, en 
Algèbre et dans la théorie des fonctions circulaires (n° 19 *, p. io*), le 

signe \--i avait été une véritable expression symbolique, propre à 
ramener certains genres de combinaisons au mécanisme d'opérations 
surdos quantités; et l'on a vu combien l'emploi de ce symbole pou¬ 
vait être utile. 

Mais, pour revenir à la notation loi huit tienne des dérivées d'ordre 
supérieur, il v a lieu de chercher si l'on tu* pourrait pas. en la sim¬ 
plifiant encore, obtenir une nouvelle et plus intuitive signification 
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(le ce* dérivées. Or c'est ce qu’a fait Leibniz lui-mémo, par la dé¬ 
couverte <fe* différent telles d'ordre supérieur dont i! va être parlé. 


11). — Différences et différentielles d'ordre supérieur. 

Convenons de donner successivement à la variable ./■ d'une fonc¬ 
tion v m -f\jc) un petit accroissement ou une petite différence, Xr, 
iiuvd faible (pie Ton voudra, mais toujours égale, eVst-à-dire la même 
quelle «pie soit la valeur actuelle de .r à laquelle on l'ajoute» ou fa 
fonction de .f pour laquelle on l'emploie dans le coins d'une question. 
La différence rom:>pondante, Av - J\jc — Xr) — J\ jl ), de la fonction 
/': ./■) aura pour cxpreviion, Comme on sait, [/'(./*) - - 1 \ A.r, s dé'»i- 
ijnanl une fonction de x et de A.r très petite pour toutes les \aleurs 
de ,r et qui même s'annulerait conlinueinenl si Pou faisait la con¬ 
stante Xr égide à zéro. Ainsi. A v est uuc nouvelle fonction de .r, sur 
laquelle on peut, malgré son incessante petitesse, raisonner comme on 
l'a fait sur/\.r). Si Ton en prend la différence A(Av), obtenue en fai¬ 
sant. dans sou ovpre^iou, croître <r de Xr et en considérant ainsi 
l'excédent de /(.r i Xr t *—/(.r — A.r) sur /(.r -r- Xr) /< u-), on 
aura ce qu'un appelle la différence seconde de la fonction proposée v. 
Cette dilFérenre de la différence première s'écrira naturellement AAv 
ou. pour abréger, A 2 v. en représentant par la puissance sv/nboïitpte 
A 2 la répétition AA. Or la fonction Av, étant le produit du facteur 
constant A.r par la quantité variable/' (x) h- î, grandit évidemment, 
entre une valeur de x et la suivante, dit produit de l'accroissement 
correspondant, A/ 7 (./.•)-f-A$, de cette quantité variable, par le fac¬ 
teur constant A.r; et fou a 


'«) 


A 3 / s= [A/'(>) - Aï] \x. 


Mais les petits accroissements A/'(,r). As, de/ (,r) et de s, s'ex¬ 
priment, au moyen des dérivées /*(#)• de ces fonctions, comme 

^exprimait A f(x) au moyen de /*'(.#*); de sorte que, en appelant s,, 
t deux nouvelles fonctions de la nature de s, cV>t-û-dire évanouis* 
sautes quand la constante Xc se réduit â zéro, fou pourra écrire 


v< * 1 - [fi*) — s ii m As - ( ÿï ■ s ' ) 


et il viendra, par la substitution de ccs valeurs dans (i), 
1 ■*) ±'jr îi 


lit 

dr 


(Ar, 3 . 
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Or, clans la quantité entre crochets, le terme e*t de fa même na¬ 
ture que le précédent e, ou le suivant %\ et donne avec eux une 
somme totale tendant ver» zéro en même temp» que Av. Ou*. d*une 
part, la fonction de x et «le A.r appelée t s'annule pour tou lis (es vu- 

leurs de æ quand on fait A.r — o et a. par conséquent, sa dérivée ^ 
alors nulle identiquement; d'autre part, cette dérivée en vertu 


«lu principe de graduelle variation que nous admettons ici dans toute-, 
nos fonction^, ne peut pas acquérir la valeur zéro, relative au ca» ou A r 
s'annule, sans en approcher indéfiniment a mesure qu'on rend A./- «le plu- 


en plus voisin «le zéro. La somme z t -+- ^ -h i' est donc une nouvelle 

fonction évanouissante de .r et de Aj?. Si on la représente par l'ex¬ 
pression de A -y deviendra 


O) ±*y - l.n*) -*-s*l(A-r)* 

C'est une nouvelle fonction de .r. Prenons-en la différence, qui Rap¬ 
pellera la différence troisième, de la fonction y s et <{ui s'écrira A< \* r - 
ou, simplement, A 8 y : puisque A 1 r égalait 


fyr - - 2 A x) — 5t J\ .r - A .r i — /(jt) , 

cette nouvelle différence sera l'excédent de 


J\ .r — 3 An — 7 f\r — a Ar) — /(r —A x ) su r /(r - - a Ax) — if\ t -- - Ar i 

Sa valeur, produit du facteur constant (Ax ) e par l'accroissement que 
recevra le facteur variable f\.r) -r- Sj quand je y croîtra de Av. éga¬ 
lera évidemment [A/"(,u) -j- Aî i ](Aj") î ; et un raisonnement tout pa¬ 
reil à celui qui nous a conduit de la formule (i) à la formule (3 » per¬ 
mettra d'éi.-rire, en appelant une nouvelle fonction évanouissante 
avec A.r, 

--[/\.r)-- »al(.Lr) 8 . 

On continuera de même jusqu'à la différence 
( * ) A "y* -- [/" (r) - s„ItA.r)q 

dont la valeur, divisée par (Av)*, donne 


( >) 


/ (< «'(^) — % n rrr 


A "/ t 
^ Ai y * 


St Von suppose maintenant que, dans celle-ci, l'accroissement A.r soit 
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pria de plus en plu» faibfe, s, r tendra vers »éro, et Voa pourra énoncer 
lé principe suivant : 

la dérivée n’ èmc d* une fonction est la limite vers laquelle tend le 
rapport de ta différence n i,mc de celte fonction à ta paissance n ftmr 
de la différence de ta variable , quand cette dernière différence, 
supposée la même dans la formation de toutes les di fférences suc¬ 
cessives de la Jonction ou pour toutes les valeurs successives consi¬ 
dérées de ta variable , s'approche indéfiniment de zéro. 

Leibnitz a exprimé» comme pour les différence» premières \ r et 
Av, cette intention de ne considérer que des résultats limites, en 
remplaçant la caractéristique A par la caractéristique d et le nom 
« différence d'ordre n » par son diminutif «différentielle d'ordre n ». 
Une pareille intention annihile évidemment, dans la formule («>)♦ 
l'influence du terme s /M destiné à disparaître à la limite; en sorte que 
la substitution des d à des A réduit celte formule (o) a 


«VI 


d n y 




Donc, la dérivée n iime d'une fonction est le quotient de la différen¬ 
tielle de celte fonction par la puissance n ii,aK de la différen¬ 
tielle de la variable , pourvu que les valeurs de celle-ci soient équi¬ 
distantes, ou que sa différentielle reste la même dans le calcul des 
différentielles des divers ordres de ta fonction jusqu'à la plus haute 
que Von ait à considérer . Ainsi, une dérivée quelconque peut s'ex¬ 
primer immédiatement au moyen de la différentielle correspondante, 
sans passer par les dérivées d'ordre moindre; et f% y *» ... sont les 

simples rapports ... : mode de notation préférable à celui 

du numéro précédent, mais supposant les accroissements successifs dx 
tous égaux et non plus arbitrairement variables d’une dérivée à 
l'autre. 

50. — Sur remploi des différences d’ordre supérieur dans les calculs 
numériques : cas d’une fonction entière. 

Dans les calcul* d’approximation où Ion fait grandir une variable 
indépendante r par petits accroissements égaux \x> ceux-ci sont le 
plus souvent assez; faibles pour que la suppression de dans ( J), à 
coté de /«*>(-£?), n‘entraîne en général qu’une erreur relative t rès lé¬ 
gère. On posera doue, à fort peu près, A* y (•r^Au*)*. Uomtne, 
d’ailleurs, la dérivée /<*J(jr) n'a d'ordinaire que des grandeurs mo¬ 
dérées (du moins tant que l’ordre n ne s'élève pas extrêmement), les 
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difTét^RCes J)temièwï f .sccoiï(}e r tmisièmc, ,,, se trouvent respective* 

ment comparables à A.r, (AJ?)*, (A.r) 3 ,-c'est-à-dire qu elles sont 

<h* premier ««(Ire de petitesse, du second, du troisième, etc. Si donc 
4 in ne considère la fonction que dans un intervalle restreint, compre¬ 
nant un nombre modéré ni des valeurs équidistantes choisies de la 
variable, et si. par suite, ne devant additionner au plus que m valeurs 
successives d'une différence quelconque de la fonction, on n'a pas à 
craindre l'accumulation de trop d'erreurs, toutes les différences d'un 
certain ordre et au-dessus seront assez peu sensibles, mémo prises en 
nombre, pour pouvoir être réputées milles. Alors la différence la plus 
élevée parmi les autres non négligeables sera constante dans les li¬ 
mites considérées et, ajoutée successivement à elle-même, servira, si 
1 on veut, à calculer les valeurs successives de la différence précédente, 
à partir de l'une d'elles directement obtenue; valeurs dont on déduira 
de même, par de simples additions, celles de la différence dont l'ordre 
est encore moins élevé de i.et ainsi de suite jusqu'aux valeurs mêmes 
de la fonction proposée, qui peut être regardée comme une différence 
d'ordre zéro. 

11 faudrait que la fonction variât b*en rapidement, plus qu'il n'ar¬ 
rive d'ordinaire, pour que, dans F hypothèse de différences \.r petites, 
mais pourtant sensibles, ce procédé de calcul ne lui fut pas applicable. 

11 serait même rigoureux dans le cas d'une fonction rationnelle 
et entière de degré //#. pourvu que l’on poussât le calcul des diffé¬ 
rences jusqu'à celles de l'ordre m Umr : car on reconnaît aisément, par 
un développement immédiat, que, pour les différences finies d'un pcv- 
lynome/(a-), comme pour ses différentielles on ses dérivées, le degré 
en x s abaisse d une unité à chaque différentiation, c’est-à-dire quand 
on passe du polynôme à sa différence ou cVune différence à la suivante; 
en sorte que la différence m Umc est constante. 


ol\ — Importance particulière et signification de la dérivée seconde. 

(Compléments, p. 63*). 

:>2*. — Courbure d’une courbe plane. 

(Compléments, p. 65*). 

'>3. — Dérivées partielles de divers ordres, et différentielles corres¬ 
pondantes, des fonctions composées. 

Nous avons vu (p. &i) ce qu'on entend par les dérivées partielles 
premières d’une fonction composée/(«, c, w) de plusieurs variables* 
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Par exemple, Tune d'elles, la dérivée en », est /*(«, t\ «*>)* <*« 
.• ; et une petite différence par¬ 
tielle correspondante /*(// *-Am, r, «r) —fi M, w «■), qui s'écrit A ft A 
a (‘expression [ /*',(m. t\ <rj-f-5]Aw, Or, la dérivée première/',<«, v,u » 
étant el!e-im*«ie nue fonction de «, r. <r, on peut en piendre la dérivée 
partielle soit par rapport à a, soit par rapport à <\ soit par rapport a 
%v; et l'on a ainsi des dérivées partielles secondes de la fonction pro¬ 
posée. dérivées qu'on écrira 

/!,,,/“• v. w), r. <r), Jl tW (v.9. w} y 

ou encore 

£ df £ df £ df 
du du y d\? du y div du 

Pareillement, si, dans la fonction i n f{u, r, «•), on donne à Tune de- 
trois variables a, c ou tv tin petit accroissement \u ou Ar ou An\ 
égal à celui de même nom qtion avait déjà introduit pour former 
les différences premières, on aura ce qu'on appelle les différences 
fiftf lie lies secondes A ^ A ^ £y A ^ An jf , A H f. 

Considérons, par exemple, La deuxieme, A„ A,,/*, accroissementqu'é- 
prouve la valeur f/*(M, c, <*'j-r-s]Atf, de A w /, quand r v grandit 
de Ar. Cet accroissement vaut évidemment Je produit du facteur cou- 
stant A u par la différence partielle en r, A^/'^/r. c, «r) ^ A^ï, dit 
facteur variable; et, dans celle-ci. A v /;,(*/, c, «•), A*,s comportent d'ail¬ 
leurs. toujours en vertu du principe fondamental de l'existence de-» 
dérivées, les expressions 

f fuA. «, •*’)-+- *l] i?, F * — *’ ] A*'. 

s, et s' désignant deux certaines fonctions qui s'évanouissent avec Ar. 
On a donc, pareillement à (2), 


i r* i 


à v Ah- «i h- ^ -h s‘J Ar Am. 


Mais s est une fonction qui, pour A u ::r o, s'annulerait quel que fût r 

et donnerait -zr o. C'est dire nue la dérivée > fonction elle-même 
civ 1 ai¬ 

lle //, r, «r et Am. dont nous admettons la graduelle variation par rapport 
à chacune de ses variables, devient aussi petite que l'on veut, comme s, 
quand Am est pris lui-même assez faible. Si donc on appelle,parcxemple. 

dt 


*2 la somme z t 


de 


g'» évanouissante lorsque Su et Ar tendront si- 





u:i:k havpout avec. i.f.s demykkh partielles r<kui;tHt*iixf»AXTErf. cô 

multanément vers zéro, il viendra la relation, analogie à (3). 

<A«/ - v, w ) — Sj J Av Aw. 

CeLte différence partielle A 4 ,A rt / t*-l aus*i une fonction de w, c. <r. 
On pourra donc* en prendre lu différence par rapport à //, à c ou à »v. 
produit du facteur constant AcAi# par raccrni'semeiit correspondant 
tht faneur ^ • <v sera un a différence partielle trahie me ou du 

troisième ordre. TH, de même, chaque dérivée partielle seconde, diffé- 
reitltée en «. v, n , donnera naissance à tout autant de dérivées par¬ 
tielles troisièmes . Si eest, par exemple, tr qui varie, ou trouvera 
évidemment, en appelant t s mit quantité tendant vers zéro avec Am. 
Ac et Au*, 

Mil A iv A* A H f - M J «, v, iv > ï : . ] Atv AcAm. 

l-t 1 ou aurait une formule >eud>U\lde pour toute antre différence d'uu 
ordre quelconque. 

L'anatomie entre les différences d'ordre quelconque et les dérivée* 
correspondantes, démontrée ci-dessus pour les fonctions d une seule 
variable, se soutient donc dans les fonctions composée» oîi Ton ne fait 
varier les diverses variables que successivement; et Ton v arrive 
aux mêmes conséquence* que dans le cas précédent. Divisons, par 
exemple, légalité (i.J) par le produit des facteurs constants Au*. 
Av, Am: puis changeons les A eu de* rL ou les différences eu des 
rende If es, pour indiquer l'intention de passer à la limile et avoir par 
suite le droit de supprimer les quantités évanouissantes, comme 
U viendra 


li * » 


✓«. v d w d v d M f 

J tt .■ u,( Wf v. «■ ) = . , - , • 

} dwdvdn 


Ainsi, toute dérivée partielle d'ordre quelconque d'une fonction 
composée est le rapport de la différentielle partielle analogue de la 
fonction au produit des différentielles correspondantes {supposées 
constantes ) des variables. 

Les dérivées partielles d'ordre quelconque seront donc, elles at»s<i, 
de simples quotients différentiels. Kl l'on \ effacera même, aux numé¬ 
rateurs. les indices n , c, n\ comme on l'avait fait dans Je cas de celles 
du premier ordre; car les différentielles du, de, dw des variables cor¬ 
respondantes figureront aux dénominateurs et indiqueront assez que 
lesdiffé reiUiatious devront se faire par rapporta ces variables, en suivant 
I ordre inverse de celui dans lequel se présenteront leurs différentielles; 

par exemple, la dérivée s'écrira « ou plus simplement, par 
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Temploî d’un exposant symbolique égal au nombre des d successifs 

d*f 

du numérateur, 7— y —.-** 
dw av du 


;>i. — interversion de l'ordre des différentiations partielles. 


Mais il n'est meme pas necessaire d'observer dans que! ordre se 
suivent les différentielles du, dv , dw au dénominateur; car une déri¬ 
vée partielle quelconque garde la même valeur, quand on change 
à volonté Vordre dans lequel se font les différentiations qui s'y 
trouvent indiquées par rapport aux diverses variables ♦ 

Démontrons d'abord ce théorème pour le cas de deuv différentia¬ 
tions, en prouvant qu'on aura, par exemple, 

d\f(u, v) _ d\ f(u, y) 
dvdu ~~ dudv 


Il suffit évidemment de faire voir que A^ X H f{u, v) -- A„ v)\ 

d* f d % f 

car il en résultera d„ d tl f d u d v f e t, par suite, = Tï^ïh' sans 

qu'on ait même besoin de négliger, dans ces deuv rapports limites, 
aucune quantité évanouissante. Effectivement, ± tt f désignant ! accrois* 
sernent/( // — Su, i>) —/(//, f ), sa différence par rapport à v, excédent 
de la nouvelle valeur /(u — Su, c -f** Av) —f(a, v -f- Av), obtenue en y 
faisant croître v de Av, sur la valeur première/(// -f- A a, v) — f(u , v), 
a pour expression développée 


fi u — A«, c -r- Avj — fin, v h- Av) — /(# -f- A u, c) -rf< n, ç ); 

et il est clair que si, au contraire, on faisait croître v d abord, puis «, 
de manière à évaluer A* A v f\u, r), on aurait, par raison de symétrie, 
l’expression équivalente 


fiu-L- Au, ç -u Av) — f(it -f* A«, r ) — f{ u . v -+• Av) -r~Ji a, vu 


On peut donc intervertir l'ordre de deux différentiation* consécu¬ 
tives. Or il est aisé de passer de ce cas à celui d'un nombre quel¬ 
conque de différentiations. Considérons, par exemple, la dérivée 

_ iù —qui signifie que Ton doit différentier f par rapport a u* 

dtp dv du 1 ^ 

puis le résultat par rapporta v elle nouveau résultat par rapport a <v. 
Démontrons que la différentiation en u peut se faire, non plus In pre- 

mière, mais la seconde ou la troisième. En effet, l'expression > 

dont on doit prendre finalement la dérivée par rapport à tr, ne cîian- 
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géra pas, comme ün vient de voir, si l’on intervertit les deux diffé¬ 
rentiations en v et y; ce qui donnera — au lieu de ——/ • 

tiw tilt dv ciw dv du * 

d*f 

^-|wuls«,re 


et comme, d'ailleurs * la nouvelle expression 
df 

dwdu de* ou s *S n *** e ( \ u on ( *°d prendre la dérivée fécondé en u et w 

de la fonction cette dérivée seconde sera la même en y changeant 

l'ordre des deux différentiations ou en l'écrivant —-~ 2 — *--- —_ ^JL . 

du dw dv du dw dv 

Ainsi, dans la fraction exprimant la dérivée partielle proposée, le fao- 

d 

teur symbolique indicatif d une certaine différentiation, a pu 

prendre à volonté toutes les places au devant de la fonction /, connue 
s'il était un simple facteur de multiplication. La même chose se dira 

évidemment des facteurs symboliques analogues y -, en sorte que 

Tordre des différentiations est bien indifférent 
On profitera de cette circonstance pour simplifier autant que possible 
l'expression des dérivées, en groupant ensemble, dans les dénomina¬ 
teurs, les différentielles qui y paraîtront plusieurs fois. Par exemple, la 

Privée s'écrira s ~f a ^ : quant à son calcut, il 

sera plus rapide en commençant par la différentiation qui paraîtra 
devoir donner la dérivée la plus simple, puis en faisant de même sur 
cette dérivée une fois obtenue, et ainsi de suite. 


ô<) • 


Calcul des dérivées complètes d’ordre supérieur d’une fonction 

composée. 


Voyons maintenant comment, si u , c, <v sont des fonctions de .r. 
nous formerons les dérivées successives en x de la fonction composée 
y — /(«, <\ <r). La première y', déjà trouvée (p. 82), est 


(ïG) 


dr , df , df , df 
dx du ds> dw 9 


où les dérivées u\ c\ iv* de «, c, u* sont, d'ordinaire, des fonctions 
explicites de j\ Mais il peut arriver aussi que leur expression connue 
contienne w, v, «r. C'est ce qui a lieu quand «, «\ u* sont définies au 
moyen d'équations non résolues; car alors la différentiation de ces 
équations donne, comme on a vu (p. 9 3 ), un système de relations du 
premier degré, per niella ni d’obtenir c',iv'e\pliciieineiilen «, c,cr* 



t»H FORMAT. DE* OMUVKKft OrtMPtÈTBH QCELCôXO, l/KS pOXCT. COMPOSÉES : 

Vin si, dans Ut cm le plus général, h dérivée v' se- présenter comme 
étant une fonction fie,/*, */, <*, Or on peut avoir compté d'avance 
la variable imi.'pendante ,r parmi scs fonctions appelées //, r, «r. en 
augmentant au besoin leur nombre d une unité : autrement dît, rien 
nom pèche <[ii «>n ait pris, par exemple, // z— .i\ ou qu on ait léscrve 
la lettre a pour désigner la variable même ,r eu tant qu'elle figu¬ 
rerait immédiatement dans certaines des fonctions composées quVm 
étudie, et, cela, même quand la fonction / ne contient pas directe¬ 
ment ou explicitement -r. cas où elle deviendra indépendante de tt 

cl donnera simplement^ o. Or, si Ion a introduit de la sorte a- 
parmi les variables «. t\ <r, comme nous l'admettrons, il est clair que 
la dérivée première u' — r' -r- tr sera, dans le cas le plus gé¬ 
néral. une nouvelle fonction explicite de w, c, ir» La règle déjà suivie 
pour différentiel* /(«, r, ir) s'y appliquera donc et donnera la déri¬ 
vée puis, de meme, k\ et ainsi de suite. 

Une formule qui se déduit immédiatement rie (if>U formule symbo¬ 
lique ou exprimant non des quantités» mais un certain mode de calcul, 
traduit très simplement cette règle en langage analytique. K suffit, 
pour l’obtenir, d'effacer de (16) la lettre/ ou/qui désigne la fonc¬ 
tion île u, c. u* actuellement différentiée, en se réservant d inscrire 
plus tard cette fonction â la suite de chaque membre ou de chaque 
terme. II vient 


<r;) 


ci , d 
dx U du 


dw* 


ff 

ce qui peint vivement aux yeux que la dérivée en .r, ou le « d une 

fonction de «, c, <r quelle qu'elle soit, s'obtient en prenant de cette 

fonction le — < le le — » c'est-à-dire les dérivées en «, c, «\ p«i< 
r/w m* «w 

en les multipliant respectivement par tt\ c f , te' et faisant la somme. 

Pour indiquer la dérivée seconde, on appliquera donc cotte réglé *i 
la dérivée première exprimée par le second membre de en met¬ 
tant respectivement les deux membres de (17) devant les membres 
correspondants de (16 j; et l'on aura 

cfiv / d d t d \ / , df , df , df \ 

'‘S) ali - K a u Th ~ " de) (* du-* di + "dï)' 


Ainsi Ton devra, pour obtenir y, prendre la dérivée par rapport à «. 
la dérivée par rapport à e et la dérivée par rapport à \v de chacun des 
termes qui composent la dernière parenthèse, puis multiplier respec- 
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1OU 


tivemeftt ce* dérivées par u\ W* et faire la somme. Dans chaque 
différentiation partielle, le terme différentié, produit de deu\ facteurs, 
donnera généralement naissance à deux termes; car on aura, par 
exemple, 


d 



du' dj 

d ( , rfA 

du 

\ U du) 

" du » " 

du du’ 

f/« (v itr) 


Toutefois, ce dédoublement n’aura pas lieu quand Tint des facteurs ne 
rtinlieiidra pas la variable «, v ou w par rapport à laquelle ou diffè¬ 
re» tie actuellement. C’est ce qui arrivera notamment pour les facteurs 
/*', v', tv\ si on se les représente, comme on le fait d’ordinaire, fonc¬ 
tions explicites de la variable indépendante seule u æ ; car leurs déri¬ 
vées en c,iv sont alors nulleset. leurs dérivées en «.identiquesaux déri¬ 
vées secondes comjdéles u s v",u- , ' , ,dont la première sc'trou vu, en outre, 
réduite à r.éro par ce fait que l*hy pothese ti x donne a i. //" r: o. 

Kn appliquant de même, aux deux membres de {iS », la règle de 
différentiation exprimée par (17). ou obtiendra pour la dérivée troi¬ 
sième la formule 


<* 9 ) 


i <ï\y / , d , d , d \ ( , d , d „ d \ 
\ dr* [“ du "" V /A- ^ dw) {“ dît ‘ *’ dl- ~ “ d«> ) 


I 


, 4f 


(“ du 


. <(f > *0 \ 

c . -.te* —— 1 « 

et c </«■/• 


d’où l’on passera pareillement aux dérivées quatrième, cinquième, etc. 

On voit par les détails précédents combien seront lunes générale¬ 
ment, dès le second ordre, les développements de ces dérivées, déve¬ 
loppements où pourront figurer toutes h;< dérivée* partielles de l’ordre 
correspondant et des ordres moindres de la fonction /’, \ussi importe- 
t-il de bien comprendre les formules symboliques, déduites de (17), 
qui les expriment d’une manière condensée. 

On pourrait d’ailleurs, de toutes ces formules, effacer les lettres v 
et /*, comme on les a effacées de (tfi), sauf à inscrire à la fin de leurs 
deux membres, dans chaque application particulière qu'on eu fera, 
la fonction dont cm devra prendre la dérivée qu'elles indiquent. Kilo 
deviendront alors pluscomplètcinent symboliques encore, ou ne repré¬ 
senteront qu’un certain enchaînement d’opérations, portant sur une 
quantité dont la désignation restera libre. 

Observons enfin que la variable indépendante .r pourrait aussi fi¬ 
gurer explicitement dans la fonction /. à coté des variables dépen¬ 
dantes c, o\ sans v «ire désignée par une lettre spéciale. Seulement, 
il faudrait alors, comme il a clé dit à la fin du u° d’> ^p. S i) pour le 
premier ordre, éviter de Confondre les dérivées partielles de/oble- 
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nue^ sans faire varier %* ni <*’, nu en ne les faisant varier qu à leur leur 

comme dans j* avec les dérivée* «mm- 

' d* 

pleins y", y ", _A cet effet, on désignera ces dernières par^j.,, 

- . conforntémonl à la notation indiquée au n 0 35 pour la dtj/é- 

ils 1 1 

, x , « *. . , d d* 

rcnlietle première complété ; et le» expressions orcljnaires ^ 

JO!— % ., , serviront exclusivement pour les dérivées partielles. 
dx du 

:>ô. — Dérivées d'ordre supérieur des fonctions implicites. 

Si y désigne une variable dépendant de J?, toute fonction composée 
de la forme F(.r, y) rentrera évidemment dans le type F(u^ p), avec 
u~Xy t* -= v; de sorte que la formule symbolique de différentiation 

(17) deviendra 

r/,. d , d 

( A0 ) dx cir~~y dy' 

En se représentant ÿ exprimé au moyen de x seul, pour n avoir 
pas à lui attribuer d'autres dérivées successives que les complétés 

p d y 

y\ /'.la dérivée première ^ ^ ÿ sera encore une cer¬ 

taine fonction de r et de y, vu que y* s'y trouvera considéré comme 
une fonction explicite de .r et que > 7^7y seront des fonctions ex¬ 
plicites de jc et de v. Donc la même règle s y appliquera et donnera 
la dérivée seconde, puis la dérivée troisième, etc. En effectuant fina¬ 
lement les différentiations indiquées, il viendra 

/ d< F /d , d\ v _dF 


F / d , d \ dV 
7 1S ( dr ■ -> Tv) F ” dr - 


r 

r/v~ 


rf£F 

dx* 


( 2l > i ,/;> F 


\ dr- 


, d \ fdV 

dV 


dy) \ dr 

" 4> 7 ” i 


rf*fr , 

f/ 2 F ,A 

r/F .. 

9 — r~ V - 

d r dy 

“ d\ i } ' ) 

‘ r/r * r ’ 

«r 

1 fl \/<**F 

r/ 2 F_ 

. rf 1 F , 

ty)\dr* 

" * tUdy* 

• ~ d7* y 

< k ■ 

d * F 

rPV 


^ dx-dy ^ dx dy* ^ 

' 1 —JT - , 1 

r/r 3 v 
*■ 


'Zlü y\ r* + — r”. 
J V/.r dy dy* } J* dy 
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Le dernier terme de chacun de ces développements, celui où figure 
f.i rfertvée <Ti:y îa plus élevée, de Tordre même de là dérivée com¬ 
plète évaluée de F (.r, r), s'obtient évidemment en différentinnt chaque 

,/p 

foi», dans le terme jjjpy 1 de la dérivée première, le facteur autre que 

//K . , d\' dV d\ : 

>- • Ce dernier terme est donc successivement y', , - v\ - y r '\ ... : 
dy dy dy • ’ et y - 

et il se trouve toujours du premier degré par rapport à la dérivée 
correspondante ou la plus élevée y\ y*, y‘\ .... 

Cela posé, si y doit être choisi de manière que la fonction 
F(x, v) se maintienne constante ou, en d’autres termes, si c’est la 
fonction implicite définie par l'équation F(j?, 4 v) ^_c, toutes co< dé¬ 
rivées complètes de F seront nulles; et leurs dernières expressions 

dV 

développées (ai), égalées a zéro, puis divisées par — donneront 

immédiatement y\ ou v". ou v", .... en fonction explicite et ration¬ 
nelle des dérivées partielles successives de la fonction F et aussi des 
dérivées, j', y", r r , ... moins élevées que celle que Ton considère, 
dérivées que l’on remplacera par leurs valeurs déjà obtenues de meme. 
On aura ainsi, finalement, toutes ces dérivées, comme on Ta vu au 
n° 39 (p. 91) pour la première d’entre elles y', en fonction explicite 
de ,r, y\ et leurs expressions seront rationnelles, non moins que cellr 
de v'y si le premier membre de l’équation donnée F(,r, v) - — c est lui- 
même rationnel. On pourra donc appliquer aux dérivées d’ordre 
supérieur d’une fonction implicite toutes les remarques faites au n°39 
à propos de la dérivée première. 

11 en sera encore de même si l’on a plusieurs fonctions implicites 

simultanées v, z .définies par un pareil nombre d’équations de la 

forme F(.r, r, -, •.. ) = c, La différentiation de celles-ci, en effet, se 
fera au moyen d’une formule comme 




d r _ d_ ^ d_ d 
tir “*’ dr ' - dy ' * dz 


de sorte que, dans les diverses dérivées complètes des fonctions F, les 
termes qui Contiendront les dérivées les plus élevées de r, ... seront 


dy , dy 

dydz 


dV 

ou V 
dr * 


d F 
dz 




etc. 


En égalant ces dérivées complètes à zéro, on aura donc soit en v', 
s\ ,.,, soit en/, soit en j w , .... etc., tout autant de 

systèmes d’équations du premier degré où les coefficients des incon- 




roNcnox cùhvoSU, wu-wmm W «user. umeam. «« u v.uu.ini.iî : 


ul' * 

nues, seront respectivement les mêmes, comme était celui, » «le la 
dérivée cherchée de ,k dans le cas précédent. El la résolution «le 


ces systèmes d’équations fera connaître/, 3', ....puis v\ 3 , 
im i A >, .etc., en fonction rationnelle des dérivées partielles 

successives «les lonctions I'. 

37'. Courbure d’une famille de ligne* planes. 

(Compléments, |>. 

38. - Différentiation d’une fonction de fonctions linéaires. 

Ouaml les varial.Ies //. <•, •» <r««e fonction composée,)- 
dépendent linéaireiiieiit de la variable indépendante r, ou qu elles ont 
île» e\pre»sion*> domine 

u-ar A, v-^br-, B. tv~cs~C, 

dans lesquelles a, b, c. A, H, C «lésignenl «les constantes, la forme «les 
dérivées d’ordre supérieur de la fonction compos«*e se simplifie beau- 
coup. En effet, lesroeflioionts «■', <«•' du second membre «le la formule 
svmbolii|uefi7lscré«luisenlalorsan\ constantes «, b, c; et, par suite, 
les nouvelles différentinlions indiquées dans (18), jmisdans (içi '. etc., 
u'améiient aucun .lé.loubleaient de termes, car la dérivée partielle 
de / fi Mirant dans cliacmi «le cens qu’on «lifférentiey est le seul fac¬ 
teur variable devant lequel vienne se placer le facteur symbolique 

— , OU d . ou rt -', tous les autres sortent de ce signe «le différentia- 
du di> dw f f 

tion, ou se comportent comme ils le feraient, en leur qualité de coef¬ 
ficients constants, »i l'expression a — b ^ - c j* • • «[«** "" I, 'l uu 

les différentiations à opérer, était un jiohnôme algébrique à multi¬ 
plier par l'expression qn on différentie. L’opération infinitésimale 
effectuée est donc calquée sur la multiplication «les pohmime.- et se 
fera, en «pielque sorte, niécaniqueineiit, comme cette opération algé- 
britpie. Elle se décomposera «lu moins, «le la même manière, en ces 
opérations élémentaires qui, dans une multiplication, auraient pour 
but le produit d’un facteur constant par divers facteurs variables de 

la forme —> '! - - ~ . mais qui, it'i, quoiifue indiquées tout à fait «le 
du dv d\v . , 

meme, ont pour but le produit du facteur constant par la denvee 
partielle que représentent, eu s'agrégeant, ocs expressions 
lorsqu'on les fait suivre du nom de la fonction donnée/(«, c, »■)■ 
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OrAoe à cette analogie, ïe* formule* ( /»#}. ... sYerironf donc 


//*!' 

1 " îiî, " 

. '/ 

r/ * 

l tÙ* 

h y 

-- r ... I 
/Ai / 


,/ 


/A » 

| <TÏ ' 

f a 7- 

4 r/v 

" ' ,/n f 


expressions dont le développement sera 


< ar > 


</ i y 
\ 'Cri 

I 


a* ***? fji 'lll c- 2 

*tu- tfi 1 


/ *t* f 


:■ 


<n / 

rhv (ht 


lah 


</ 2 /• 


Klle* ressembleront auv puissances successives d’un polvnôme. 

5*)\ — Paramètre différentiel du second ordre d'une fonction de point. 

( Compléments, p. 70 * j. 

fur. — Signification géométrique et importance de ce paramètre 

différentiel. 

(Compléments, p. -i* . 

r, i*. — Courbure moyenne en un point d’une surface : son expression 

dans une famille de surfaces. 

(Complément', p -pi. 

<>ït\ — Des changements de variables. 

( Compléments, p, 71 j* j» 

<>H\ — Exemples de simplifications produites par de tels changements 

(Compléments, p. Ht* j. 


HJ 


II. • I. /V; 7/V fuie. 






SEPTIÈME 





DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES ET * DES 
CJflWGEMKNTS DK CES VARIABLES. «APPLICATIONS AUX FONCTIONS 
DE POINT ET A LTSoTHüPIE DES COUPS. 


Oî. — Assimilation de plusieurs variables indépendantes à des fonctions 
arbitraires d’une seule. Différentielles totale et partielles d'une 
fonction quelconque. 

Nous a\on> eu, plusieurs lois déjà, l'occasion d’observer qu’une 
fonction de point a - /(.r,v, s), dépendant de plusieurs variables 
./*, r. j, devient fonction d’une seule variable, lorsqu’on ne l'étudie 
qu'aux divers points d’une ligne tracée à l'intérieur de l’espace où 
existe la fonction; car, dans f{jc, y, z) t les coordonnées .r, y, z sont 
alors fonctions du chemin s compris, le long de celte ligne, depuis 
une certaine origine jusqu'au point considéré. On peut même, plus 
généralement, supposer la ligne parcourue par un mobile et prendre 
pour variable indépendante le temps t écoulé depuis un moment 
quelconque du mouvement jusqu'à l'instant où le mobile atteint le 
point («r, v y z ). U est alors évident que, si l'on choisit à volonté la 
trajectoire décrite et la nature du mouvement, le mobile pourra être 
à chaque instant n’importe où, surtout si on se le ligure passant par¬ 
fois, sans transition, d'un endroit à un autre, c'est-à-dire brusque¬ 
ment anéanti quelque part et reparaissant aussitôt ailleurs. Donc, 
même sans employer celte dernière conception (physiquement irréa¬ 
lisable) d’un déplacement instantané fini, a*, /, z seront des fonctions 
de t continues, mais, â cela près, absolument quelconques, ou arbi¬ 
traires: ce qu'elles n'étaient pas entièrement quand le chemin décrit s 
servait de variable indépendante, vu la relation qui existe (p* 44 b 
dans le parallélépipède ayant à partir du sommet (.r, v> z), suivant 
les sens des axes, les arêtes d.r 7 dy, dz, entre ces arêtes et la diago¬ 
nale ds émanée du même sommet. Et comme, d’ailleurs, tout point 
(.r,y, 5) peut être relié à tout autre par une ligne, ou qu'aucune va¬ 
leur de la fonction ne sera négligée si l'on sc réserve de choisir libre- 


DIPtféRmrcmtKft PARTIELLES HT DÏFPËRFXflEtLfr IfflULF. Il J 

meni la manière de faire» avec /, varier .r, v, en voit que 
pourra être assimilée pleinement à une fonction composée d'une seule 
variable f, dont les proposées j?, z deviendront des fondions arbi¬ 
traires 

En général, que des variables indépendantes ./*, v, z soient des 
coordonnées ou non, et qu'elles varient simultanément ou isolément, 
elles iren changeront pas moins toujours d'une certaine manière, 
qu'on sera, il est vrai» libre de choisir et de modifier à volonté. Donc, 
dans chaque cas particulier, si x, par exemple, varie, à ses diverses 
valeurs correspondront certaines valeurs de y et de z< ce qui revient à 
dire que v, z pourront être regardées comme des fonctions de .r; ou 
si encore, pour plus de symétrie et pour ne pas donner à .r plus d'im¬ 
portance qu’à y et à s, ou imagine que .r, >\ ^ reçoivent ensemble, 
pendant que le temps t s'écoule, les séries de valeurs qu’on se propose 
de leur attribuer, x, v, 5 seront fonctions de la variable auxiliaire /. 
Ainsi, de toute manière, plusieurs variables indépendantes y, z 
peuvent être regardées comme des fonctions arbitraires d'une 
seule; et leurs propres fonctions, devenues des fonctions composées , 
admettent toutes les propriétés générales, dérivant de la graduelle 
variation, dont jouissent les fonctions composées quand le mode de 
dépendance mutuelle de leurs variables reste quelconque. 

En particulier, si u zJ\.r, y, z) est Tune d’elles, et que Ton donne 
à jr. v, z de très petits accroissements positifs ou négatifs A.r, A r, As. 
son accroissement simultané A u sera, d'après la relation ( 4 ) de l’avant- 
dernière Leçon (p. 8a), 


1 ° ak =(£ - £ ) ** • ■ {% - *• ) {-£ - *)*“■' 
ou bien, avec une erreur relative négligeable. 


(■•*.) 


An -- 



iL 

'(r 


\r 



tant dans les calculs d'approximation où A.r, Av, A z se trouveront 
assez voisins de zéro, qne dans l’étude de changements infiniment 
petits où l’on devra ne faire servir cette expression de Ai/ qu’à l'éva¬ 
luation de résultats-limites. Bornons-nous à ce second cas, avant suf- 
fisamment traité du premier au n° 30 (p. 83 ), et, conformément à la 
notation de Leibnitz, remplaçons les A par des d ou les différences 
finies par des différentielles , afin de marquer notre intention de faire 
évanouir finalement A,r, Av, A z pour ne garder que des limites de 
rapports ou de sommes. La variation A«, réduite à sa partie influente , 
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**era donc 


O) 


i df * 
du , - d.r — , 
de dy 


df / <V v/- 
- dy - riz. 

Ci 5 


Ou rappelle la différentielle totale de la fonction par opposition aux 

MJ* I /> t i* 

1 er mes -J- d.r, ~~ d}\ ~j-_ dz 7 *jui la composent, et qu\m appelle les 

différentielles partielles de h relatives à x f y ou z, parce qu’elles sont 
ce à quoi se réduirait la différentielle totale </#/ si Ton ne faisait varier 
que x\ v ou v. Ainsi, la différentielle totale ou variation infiniment 
petite du ne fonction est la somme de ses différentielles partielles , 
c'est-à-dire des accroissements qu’elle éprouverait si une seule de 
ses variables indépendantes recevait son accroissement infiniment 
petit effectif toutes les autres conservant leurs valeurs antérieures . 

u:L ~ Différentiation des fonctions composées de plusieurs variables 

indépendantes. 

Soit maintenant tr ~-f\ u, c) une fonction de plusieurs variables «, 
•\ ellcs-mème* fonctions des variables indépendantes x, y, z. Comme 
celles-ci peuvent être censées dépendre d’une dernière et unique va¬ 
riable t } les piécédentes i/, cet, par suite, tu seront encore des fonc- 
lions composées de /. On aura donc 

df . df 

thv ■— j- - du — de. 
du de 

Seulement, dans celte formule, du, c/c, dw comporteront plusieurs 
sens; car ce seront des différentielles totales ou des différentielles 
partielles, suivant qu’on fera varier .r, v. z à la fois ou séparément. 

Supposons, par exemple, que x seule varie. Alors, en divisant par 
dx, il viendra 

fhv df du df (le 

d.r ~ du d.r 


f i * 


<A* d.r * 


relation dont on ferait évidemment, en désignant par , v ' x les déri¬ 
vées partielles premières de « et r en x, la formule symbolique sui¬ 
vante, propre à différentiel* par rapport à x toute fonction de u et c, 


( r j) 


d • d d 

~dx ” du de 


Kt l'on en aurait d’analogues pour différentiel* une fonction de «, v» 
par rapport à y ou à z; car il suffirait de remplacer, dans ( 5 ), les 
lettres et les indices x par y ou par z. Afin de réduire la place 
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qu'occupent de pareilles formules, il nous arrivera quelquefois d’en 
écrire plusieurs ensemble, en mettant entre parenthèses les lettres qui 
pourront se substituer respectivement les unes aux autres. Ici, par 
exemple, la formule (5) et ses deux analogues s'écriront ainsi, toutes 
à la fois : 

ri , , , . fi . . ei 

*7,7T*> u,Ul> d7c 


< â bis ) 


p * < V 'X' v yi ) Jf v 


Elles expriment que la dérivée d’une jonc lion composée, par rapport 
à une variable indépendante t est la somme des produits respectifs 
de ses dérivées partielles, relatives aux variables dont elle dépend 
immédiatement, par les dérivées partielles de celles-ci prises par 
rapport à la variable indépendante considérée . 

On passera, sans difficulté, des dérivées partielles du premier 
ordre de la fonction /(«, v) à celles d'ordre supérieur, en observant 
que, dans la formule ({) ou dans d’autres semblables, les dérivées 
partielles de /en u et c, qui y figurent, sont* comme /, des fonctions 
explicites de « et r, et se dififérentieront par les formules symboliques 

(5 bis)* On obtiendra, par exemple, la dérivée > en diflerentiant 
par rapport à vTexpression ( 4 ) de -j- • Comme 


d df . d\f . djj 
dv du **'du* du dv 


et que 


d df . . 

dy dv l( ' du dv 


, d\f 


V v 


dv* 


H viendra, en appelant n t . r , , les dérivées secondes de u et ç en 
x et v, 




. ,lUv . , A* f ... .... A*/ , , fi'/ 

\ AT,il "*" ’ Au* ‘ • > Auifv - W* 

V 

I 


df 

dit Ujr '* 


df * 
Tv ^ > 


On trouverait évidemment de même toutes les dérivées partielles se¬ 
condes en ./•, y ou z de la fonction composée <v, et puis, par la diffé¬ 
rentiation de celles-ci en .r, y ou les dérivées partielles troi¬ 
sièmes, etc. 

Si, d’ailleurs, les variables indépendantes figuraient au nombre des 
variables dont dépend explicitement la fonction /, si, par exemple, 
on avait u ~ x ou que tr fût donné sous la forme/(.r, r), il y aurait 
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lie» de distinguer, par rapport aux variables indépendantes, comme 
danslescasm'i ilVvcn avaitqifune, d'une part, des dérivée*purement 
partielles, obtenues en faisant, dans la fonction composée/* varier cha¬ 
cune «Telles, x par exemple, toute seule, sans lui permettre d’entraîner 
dans sch. changements les variables de la fonction composée qui, 
comme v, en dépeudeni, et, d’autre part, des dérivées relativement 
complètes, qu’on distinguerait au iiiov en de l’indice c en les écrivant, 

par exemple, , ou < * • •< et qui s obtiendraient en faisant, dans/, 

varier, avec jr, tout ce qui dépend de x (comme r) ou, avec y , tout 
ce qui dépend de y , etc* Ainsi, une fonction de la forme f(x,y, c) 
donnerait 


(;.» 


dçj 4L „ j 4L, 41 - 4L _ „■ 4L. 

dj- dx •* dr dy dy dv 


60. - Différentiation dos fonctions implicites de plusieurs variables 

indépendantes. 


Soit, par exemple, F(#, r, c) une fonction composée, oit Ion sup¬ 
pose, pour fixer les idées, que s exprime l'ordonnée d’une surface, 
ordonnée dépendant, d'une manière déterminée, de deux coordonnées 

horizontales x et r. On convient* clans ce cas, pour abréger l'écri- 

* 

tare, de représenter par 


p } q 7 les deux dérivées partielles premières z x . 


ou 


dz dz 
dx' dy* 


et par 

/*, s, t les trois dérivées 


, tf , ri- z <Pz d*z 

part.clics secondes^, ^î> 


dont la première et la troisième s appellent quelquefois les dérivées 
secondes directes, par opposition à la deuxième, ^ qui prend 

V 

alors le nom de dérivée seconde oblique. 

On aura évidemment, pour dilférentier autant de fois que l'on 
voudra en x ou y la fonction F et ses dérivées partielles, qui toutes 
seront de nouvelles fonctions explicites de x,y et z y les deux formules 
symboliques 

_ d r d d dr _ d d 

^ dx dx ^ dz ’ dy dy ^ dz 


En observant que p et q ou s x et Zy dépendent, comme s, de x et 
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de y seuls, et ont pour dérivées partielles, d’une part, /■ et s par rap¬ 
port à .r, d'autre part, s et l par rapport a >*, il viendra sueeessive¬ 
ndent 



Dans ces développements, le dernier terme, celui qui contiendra la dé- 

fif 

rivée de z la plus élevée, aura toujours été déduit du terme p ou 

S q de l’une des deux dérivées premières, en y différenciant chaque 

. . . rfF 

fois le second facteur p ou 7, et non le premier en sorte que, 

d’une part, cette dérivée partielle la plus élevée de z figurant dans 
iéquation s* v trouvera au premier degré , et que, d’autre part, elle 

aura pour coefficient ~p * Elle indiquera, d'ailleurs, autant de diffé¬ 
rentiations de z , en r ou en r, qu'on en aura effectué sur la fonction 
même F. 

Cela posé, admettons que z doive varier, avec ,r et v, de telle ma¬ 
nière, que la fonction F se maintienne constante. Autrement dit, 
supposons que «soit la fonction implicite de .r et de y définie par 
l'équation F(.r, v, z) c. Toutes les dérivées complètes de F par 
rapport à x ou par rapport à y seront milles : et l'on aura, pour dé¬ 
terminer p et 7, les deux équations du premier degré obtenues eu 
annulant les derniers membres des deux premières formules (9)» où 
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figurent isolémentet y; puis, pour obtenir r, ü r ty celtes 4u même 
degré, résolubles encore chacune séparément, que donnent les der¬ 
niers membres des trois formules suivantes (9) égalés à zéro; et ainsi 
de suite. 

Les dérivées premières p et y, puis les dérivées secondes **, s f t. 
dans les expressions desquelles on remplacera p et y par leurs valeur* 
déjà trouvées, etc., s'exprimeront donc rationnellement, au moyen 
des dérivées partielles successives, d’ordres de plus en plus élevés, de la 
fonction F(.r. v, 5). Si celle-ci est, par exemple, un polynôme, comme 
il arrive quand U s’agit d'une surface algébrique dont l'équation a été 
mise >ous forme entière, on obtient ainsi p , y, r y s 9 t y ..., «mis la forme 
•le fonctions rationnelles des coordonnées .r, z du point considéré 
de la surface. Les dérivées premières p et y de z en je et en y éga- 

lent, en particulier, les deux quotients respectifs de — ~~ et — ^ 


i/F 


comme 011 l'avait déjà reconnu, d'une manière plus géomé¬ 
trique, dans l’a va ni-de ru 1ère Leçon ( p. 4o*)* 

Ainsi s'étendent, aux dérivées partielles successives des fonction* 
implicites de plusieurs variables, les propriétés que nous avions con¬ 
statées dans les fonctions implicites d'une seule variable. Et il serai! 
aisé de reconnaître, en procédant comme on l’a fait au n a o6 [p. ni. 
formule (^ i )]. que le même fait persiste dans le cas de plusieurs fonc¬ 
tions implicites simultanées, La diIlerendation en .r ou v, etc., répé¬ 
tée un nombre quelconque de fois, de chacune des équations définir- 
sant ces fonctions implicites et en même nombre qu'elles, donne 
toujours un système d'équation» du premier degré par rapport aux 
dérivées inconnues analogues. les plus élevées qui y figurent, de ces 
diverses fonctions; et chaque inconnue a dans tous les systèmes, 

pour coefficients respectifs, les dérivées premières /comme par 

rapport à la fonction implicite correspondante, des premiers membres 
des équations proposées. 

H y a parfois des simplifications provenant de ce que certaines dé¬ 
rivées partielles des premiers membres de ces équations s'annulent. 
Par exemple, pour la sphère dont l'équation est z 1 — :c, on 

aura, en diflerentiant soit par rapport à .r, soit par rapport à et 
divisant par <ï, 


('101 


- Z P 


o. 


V 


q n, 


résultats dont les premiers membres ne contiennent pas explicitement 
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f’î« 

l’un r y rautre r .)■% De nouvelles différentiations en x et / donneront 
donc ^imidcmciU 

(il ) i -/,* — zr - o, ///j — zs ». //</ 5 * - )••■ #/* :--5/ ■ o: 

et il tiendra, en utilisant d’abord les équations Çio), puis les équa- 
lions ( i O, 


(ta) 



valeurs rationnelles, mais qui cesseraient de l’être s», voulant les 
rendre explicites en x et y, on remplaçait z par son expression 

: j \ r * - .<•■* — y* tirée de l’équation de la surface, 

Cû *. — Changement des variables. 

(Complément*, p. Kfj* 

(58*. — Exemple, dans un cas où Von ne change pas toutes les 

variables indépendantes. 

{Compléments. p. *9“.) 

C>9*. — Expressions diverses du paramètre différentiel du second ordre 

d T une fonction de point. 

(Complément*, p, t|.»V) 

70*, — Des fonctions de point rapportées à divers systèmes 
de coordonnées rectilignes. 

♦ {Complément*. p. «)*►*.) 

71*. — Analogie des formules de transformation pour les dérivées 
et pour les coordonnées, quand les axes sont rectangulaires. 

( Compléments, p. 

72*. — De l’utilité de cette analogie pour simplifier l’équation de cer¬ 
tains phénomènes naturels. 

(Complément*, p. 

73*. - Exemples, dans la théorie d’un faisceau de droites et dans celle 

des petites déformations des corps, de changements portant non seu¬ 
lement sur les variables, mais aussi sur les fonctions. 

• Complément*, p. ml*.» 
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H*. ~ Changements infiniment petit* d'axe* coordonné* rectangle» r 
leur rédaction à trois rotations élémentaires. 

(Compl«-rocnis, f>. ton*.) 

73*. — Dca effet* que produisent ces changements sur les expressions 
dépendant de fonctions de point on de leurs dérivées partielles prises 
dans les sens des axes. 

( Compléments, p. 1 13 *_ > 

7f>*. Application à l’isotropie des corps. 

( Complément*, p. n?. » 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES OU CALCUL DIFFÉRENTIEL : ÉLIMINATION 
DES CONSTANTES ET * DES FONCTIONS ARBITRAIRES PAR LA DIFFÉ¬ 
RENTIATION, D’OU SE DÉDUISENT CERTAINES PROPRIÉTÉS POUR LES 
FAMILLES DE FONCTIONS; * ETUDE DES FONCTIONS HOMOGÈNES 
THÉORÈME DE CAUCHY SUR LE RAPPORT DES ACCROISSEMENTS 
SIMULTANÉS I>E DEUX FONCTIONS, ET SON EMPLOI, PRINCIPALEMENT 
DANS LE CALCUL DES EXPRESSIONS DE FORME INDÉTERMINÉE. 


77. — Élimination des constantes arbitraires par la différentiation et 
formation d'une équation différentielle convenant à tonte nne famille 
de fonctions on de courbes. 

Les Leçons précédentes contiennent l’exposé de tous les principes 
généraux du Calcul différentiel; le reste de ce calcul consiste en ap¬ 
plications de la méthode, qualifiées respectivement à'analytiques ou 
de géométriques suivant qu’elles paraissent tenir davantage de l'Al¬ 
gèbre ou de la Géométrie, mais qui, toutes, comportent une interpré¬ 
tation géométrique nécessaire pour les bien saisir. Je commencerai 
par les applications analytiques et, d'abord, par celle qui sert, en 
quelque sorte, de transition entre les principes mêmes de l'Analyse 
infinitésimale et ses applications : c'est Y élimination des constantes 
par la différentiation et la formation à'équations, différentielles ou 
aux dérivées partielles, communes à toute une famille de fonc¬ 
tions. 

Concevons qu'une infinité de fonctions y de x soient définies par 
une même équation, de la forme ©(.r, v) : -c, où c désigne un para¬ 
mètre variable avec continuité quand on passe d'une de ces fonctions 
à ses voisines; par exemple, c -- ©(a\ y) exprimera, dans le plan de> 
xy t une fonction de point, et les fonctions y de x considérées se¬ 
ront celles que définissent, par la relation existant entre leur ordonnée 
et leur abscisse, les diverses courbes sur lesquelles «p(ur, y) reste in¬ 
variable. Alors toutes les fonctions y de x, ou les courbes les repré¬ 
sentant, sont dites appartenir à une même famille^ qu'elles composent 
par leur ensemble. L'équation ©(#, y) “ c, diftercotiée le long de ces 
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courbes, do»ne évidemment^ .j. ff? r* ■ ■ o, relation cToft îa cm»- 

* ri t: a y * 

*• 

«tante c a disparu, mais où figure, outre x et v, la dérivée /'. Cette 
relation s'appelle Xéquation différentielle de fa famille donnée de 
fonctions ou de courbes r elle détermine, en fonction des coordonnées 
..r, y de charpie point du plan, la pente y* qu'y présente celle des 
courbes de la famille qui y passe; et elle exprime ainsi une propriété 
commune à toutes les fonctions y données, car, en éliminant c, on a 
fait disparaître ce qui distinguait ces fonctions les unes des autres. 

.Nous verrons dans le Calcul intégral que l'équation de la famille, 
prise soit sous la forme 'sf.r, y) -ne, «oit sous toute autre et notam¬ 
ment sous une forme explicite en/. comme r .-./(.r.c), s'appelle i7/i~ 
té g raie générale \ le l'équation différentielle. 

Par exemple, l'équation différentielle y' - %v caractérise la famille 
de fonctions dont la formule e>t y •* ce™ ; car, si l'on conçoit pour un 
instant que, dans celle-ci, c désigne non pas une constante, mais une 
fonction quelconque de .**, en sorte que le produit ce™ puisse expri¬ 
mer lui-mémo telle fonction de ./■ que l'on voudra, la dérivée/' de ce 
produit sera évidemment c'e™* uce™, et il viendra bien, comme 
condition pour quelle se réduise à a y on à ice™, c o, c'est-à-dire 
c ;:.:con*t« Effectivement, l'équation y — ce™ avec c constant, mise 
sous la forme ye~** c, donne de suite, en supprimant, après diffé¬ 
rentiation, le facteur commun (différent de zéro), y* — *y : — o. 

Ainsi, la différentiation suffit pour éliminer une constante c, quand 
l'équation d'où l'on part est résolue par rapport à cette constante, ou, 
du moins, quami c s'y trouve séparé de x et de/, c'est-à-dire quand les 
termes où c figure ne contiennent ni æ ni/. Il n'en est plus tout à fait 
de même dans le cas contraire où l'équation proposée a la forme 


r/F r/F 

F(.r, y y c) -o et où c entre dans la relation -> ( y / - °* Mais 
la différentiation, en fournissant cette dernière relation, donne encore 


la possibilité d’obtenir, entre .r, y et /', l'équation différentielle de la 
famille; car il suffira, pour l'avoir, qu'on sache éliminer c, en tirant, 
par exemple, sa valeur de la proposée F(.r, /, c) o pour fa substi¬ 


tuer dans 


dV d? 
dx dy 



- o. 


Il est bon d'observer que l'équation différentielle existe, meme quand 
la famille des fonctions / n'est pas exprimable algébriquement ou 
analytiquement et, par suite, ne comporte pas les sortes d'élimination 
qu'enseigne l’Algèbre. Cette famille pourrait n’être définie que d’une 
manière empirique, comme on se représente, par exemple, l'ensemble 


c 


j 





or m, ï ' ovnftr * : uni taram^tre r»t i n nv»k»d i/orduk, 

des lignes ou des stries, recouvrant tout un sol plan, qu'une udiuité 
de petits corps durs, en glissant à sa surface, v auraient tracée». En 
chaque point (x, > ) d un tel plan serait ainsi marquée ou parfaite** 
ment définie la direction d'une strie : ce qui revient bien à dire que 
le coefficient angulaire y 1 de la tangente à la famille formée par ces 
courbes égalerait mie. fonction déterminée; purement empirique il 
est vrai, des deux coordonnées x> r du point de contact, et que, par 
conséquent, le» courbes admettraient une certaine équation différen¬ 
tielle commune. 

De même, leurs ordonnées v n'en continueraient pas moins à être 
exprimables par le s\mbole/( .r, c). Car on pourrait distinguer les 

diverses courbes les unes des autres au moveu d'un numéro d'ordre 

« 

pûMtif ou négatif inscrit sur chacune d'elle», les numéros successif» 
.... — 3, — a, “ i, o, i, a, 3, ... correspondant à des courbes assez 
voisines chacune de la suivante, eide» numéro» fractionnaires, aussi 
peu différents les uns des autres qu'on le voudrait, étant consacrés 
aux courbes intercalées entre celles-là ; de façon que le numéro d'ordre 
des courbe» devint une variable indépendante, un paramètre c con¬ 
tinu. Cette sorte de graduation serait d'ailleurs arbitraire, dans les 
limites compatibles avec la continuité ; et l'on aurait la liberté de l'ef¬ 
fectuer d'après toute circonstance quantitative offerte parles courbes. 
Ou pourrait, par exemple, prendre pour c l'ordonnée à l'origine de» 
diverses courbes, c est-à-dire la distance, à l'origine, du point où elle» 
coupent l'axe des y; etc. Il est clair que v. variant d'une abscisse à 
l'autre et d’une courbe à l'autre, serait bien une certaine fonction / 
(seulement empirique) de x et de c. Et, de même. c. numéro d'oidre 
ou paramétre de la courbe passant par un point donné <.r, v), serait 
bien déterminé dès qu'on donnerait x et r, ou serait bien une cer¬ 
taine fonction de point. ç(.r, y), encore purement empirique. 

Si l'équation donnée entre x et y contenait plusieurs paramètres et 
représentait ainsi ce qu'on peut appeler une multiple infinité de fonc¬ 
tions v de x (savoir, une infinité distincte pour chaque paramètre qu'on 
ferait varier), on la différeutierait successivement autant de fois qu'il 
\ aurait de ces paramètres, en introduisant ainsi, outre la dérivée 
première v', les dérivées suivantes r", v** jusqu'à colle dont 
l'ordre égalerait le nombre des paramètres; et l'élimination des con¬ 
stantes entre les relations obtenues de la sorte et la proposée donne- 
rait, en x, y, r', v", y**, .... ce qu'on appelle une équation diffé¬ 
rentielle d'ordre supérieur y c'est* à-dire contenant des dérivées plus 
élevées que la première. Cette équation exprimerait évidemment une 
propriété commune à la multiple infinité de fonctions dont il s'agit. 


iï v 
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U pourrait arriver encore que l'on eût plusieurs fonctions, y t .z, 
de .1* et, par exemple, d T un nombre égal (te paramètres entrant, 
chacun, dans l'expression de toutes les Jonctions. Alors fa dérivée dey. 
par exemple, dépendrait généralement de tous ces paramètres» et, en v 
substituant leurs valeurs f en «/*, \% v, u t .. . ) déduites îles équations 
données qui délin iraient le» fonctions y, z, //, ...» on obtiendrait 
une relation entre la dérivée v f et y, 5 , u t .... Comme il en vien¬ 
drait «ne analogue pour o\ une autre pour etc., on aurait finale¬ 
ment. par In réunion de toutes ces relations entre y\ z\ u\ ... et 

z, u .ce qu’on appelle un système d'équations différentielles : 

ces équations simultanées . ne contenant plus les paramètres, expri¬ 
meraient uil certain ensemble de propriétés communes à la multiple 
infinité des fonctions v, 3 . v. .... 


78. — Exemples : propriété des tangentes ou des normales commune à 

toute nue famille de courbes. 

Dans le cas simple d'une relation, F(j% v, c)~o, entre les coor¬ 
données rectangulaires x et y des divers points d'une famille de 
courbes planes, l'équation différentielle, rie la forme f(x % y, v') — o, 
à laquelle on parvient, fait dépendre de la situation (x* y) de chaque 
point du plan la pente, v', delà tangente menée ence pointa la courbe 
qui v passe et, par suite, celle de la normale correspondante. Elle 
exprime donc une propriété générale de la tangente ou de la normale 
à la famille de courbes, et l'on conçoit qu'elle comporte parfois une 
interprétation géométrique facile, où figureront, par exemple, soit les 
longueurs de la tangente ou de la normale, supposées tirées depuis 
le point de contact (u?, v) jusqu'à l'axe des abscisses, soit leurs pro¬ 
jections sur cet axe appelées respectivement sous-tangente et sous- 
normale, etc. Les expressions, nécessaires à connaître pour une telle 
interprétation, de ces deux dernières lignes TP, XP se rapportant 
(J/g. 12 ci-après) à un point quelconque AI d’une courbe AFM, s'ob¬ 
tiennent aisément. Si Ton mène, en Af, la tangente /AIT, ainsi que la 
normale M\, la pente, y' = tango** AIT, de la tangente n est autre, par 

A 1 P y PS P\ 

définition, que le rapport ^ ou égal au rapport ^ ou —, 

à cause de la propriété dont jouit la hauteur A!P =:y du triangle 
rectangle TAIN, abaissée sur Hypoténuse TN, d’ètre moyenne pro¬ 
portionnelle entre les deux segments de celle-ci. Ainsi l’on a de suite 

sous-normale P N ™ yy* et sous-tangente TP “ 

w 

Voici deux exemples : 




des tangentes oc des Normaux a t-.NB fahiile de côliibes. 


!-• Considérons la famille de courbes v a 
les paraboles, comme M r O\î, <|ui oui 
leur sommet à Poriginé et leur foyer F 
sur Taxe des ,i\ paraboles dont une passe 
toujours par un point quelconque M(jr,y) 
du plan. L'équation v 4 ~- ïcx, ditferentiée 
et divisée par 2, donne yv' “ c. c’est-à-dire, 
d'après une formule qu'on vient d'établir. 
P.\ — c, propriété connue de Ja sous-nor- 
male. Eliminons c, en portant, par exem- 

pie, sa valeur )V dans l’équaüon ~ ~ %r 


'îc.r, formée de toutes 



C 


y 


r 


M 

ïj 7 $> 

sÿ y 

l * 

U> î i* v 


J’ 


Ai 


de la famille. 11 viendra, pour l’équation différentielle cherchée, 


4 , -■■■ 'JlT* c’est-à-dire Tl* a OP. 

y 

Donc la propriété commune à toutes les paraboles de la famille 
donnée consiste en ce que leurs sous-tangentes TP et, par suite, leur^ 
tangentes TM sont coupées en leur milieu par Taxe des ordonnées \\ 
qui est la tangente à leur sommet. 

a 0 Soit, comme second exemple, la famille des cercles d’un même 
raton R, dont les centres sont sur l’axe des jt. Leur équation est, en 
prenant pour paramètre c l’abscisse du centre, 


{jc — r > 2 — R 2 — o, 

La différentiation donne, en divisant par s. —c ~r~ y v r — o, et il vient 
enfin par l’élimination de c, ou mieux de jt — c, 

r 2 v* 2 — r 2 — R 2 — c>. 

» i «/ 


Telle est l’équation différentielle cherchée. Or, d'après une démon¬ 
stration pour laquelle nous nous sommes servi de la figure précé¬ 
dente, mais reconnue applicable à toute courbe, vy t exprime la sous- 
normale PIS se rapportant au point M dont MP -r. vest l'ordonnée. et, 

—j -i 

par suite, l'expression y*y ’ % -h y* n'est autre que PN -~ PM . somme 
— — « 

égale au carré MN de la normale, dans le triangle rectangle MPN. 
Donc, t équation différentielle du problème actuel revient à écrire 

MN = R* ou MX : : R : elle signifie que les cercles considérés admet¬ 
tent pour propriété commune d'avoir toutes leurs normales de même 
longueur et égales au rayon constant de ces cercles. 
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— élimination: par la différentiation, de fonctions arbitraires, et 
formation d'équations aux dérivées partielles qui expriment une pro¬ 
priété du plan tangent commune à toute une classe de surfaces, com¬ 
prenant une infinité de familles, ou une propriété de toute une classe 
de fonctions de plusieurs variables indépendantes. 

(Complément*. p, ru* 

8'1*. Théorème d'Euler sur les fonctions homogènes et autres pro¬ 
priétés générales de ces fonctions. 

(Compléments, p* i 

81*. — Propriété particulière aux fonctions homogènes et entières du 
second degré : loi curieuse de réciprocité qui en résulte pour les dé¬ 
placements intérieurs d’équilibre d'un corps élastique soumis à 
diverses actions. 

{Complément*, p. i/j* ;. 


82. — Autre application analytique du Calcul différentiel : vraies valeurs 
des expressions de forme indéterminée. 

Payons a une autre série d'application** anahliques du Calcul dif¬ 
férentiel. savoir, i évaluation des expressions de forme indéterminée* 
Les plus simples de ces expressions se présentent quand on étudie 
< f t \ 

le quotient *——-- de deux fonctions données /\»r i, s(,£) t*t que, pour 

T * 

une certaine valeur a de la variulile, les deux fonction» /\./■), îs(.r i 
s'annulent à la fois. Le quotient devient donc et l'on sait que, par 

lui-même, il est susceptible de recevoir toute» les valeurs imaginables, 
car toutes, multipliées par le diviseur zéro, reproduisent bien le divi¬ 
dende o. Mais l'expression dont il - 1 * n'est nas considérée 

o\tt ) 1 

« 

seule: elle doit [p* 38] pouvoir figurer dans lu suite îles valeurs de In 
fi ,r i 

fonction i et. comme il e*t naturel [p. 5] de supposer continues 

4 

les fonctions toutes les lois qu'il n'va pas à cela impossibilité absolue, 
ou sera tenu de ifaltribncr à qu'une valeur ne différant pas 

d'une manière appréciable de celtes que prend la fonction à fap- 

V t 

proche de jc — a y pourvu cependant que celles-ci diffèrent elles-mêmes 
de moins en moins les unes des autres. Autrement dit, toutes les fois 

que la fonction •—~ tendra vers une limite à mesure que a* s'appro- 
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|2;| 

citera de a i celte limite, seufe> sera la vraie valeur de 1» fraction 

iV V 

~—\ et il y aura lieu de la chercher. 
o(a) J 

L’a des disciples immédiats de Leibnitz, le marquis de L'Hôpital, 
a donné, pour cela, dans les cas où les dérivées/'( x), v'(x) sont cou* 
tiiuies tout près de a «, une règle très simple, généralement suf¬ 
fisante. Elle consiste à remplacer, pour ^ = le rapport des deux, 
fonctions/(x), <?(*£) par celui de leurs dérivées /'(x) et o'(x). S'il 
arrivaitque celles-ci s'annulassent elles-mêmes pourxrrrr, on appli¬ 
querait a leur rapport la même règle, après avoir, bien entendu, 
supprime de f f (x) et de <j/(x) Jes facteurs communs qui pourraient 
sV trouver en évidence; et ainsi de suite. 

On déduit d’ordinaire cette régie d*un théorème, dû à Cauchy, relatif 
au rapport des accroissements simultanés de deux fonctions, et qui 
constitue une généralisation importante de la formule fondamentale du 
n° 10 (p. 35). Commençons donc par faire connaître ce théorème. 

83. — Théorème de Cauchy sur le rapport des accroissements 
simultanés de deux fonctions. 

Quand deux fonctions continues /(x), e(x) ont leurs dérivées 
premières /’( x), y'( x) continues entre deux valeurs xx^zia-^/t 
de la variable , et quandde plus , l'une de ces fonctions y varie con¬ 
stamment dans un même sens , sans que sa dérivée, tout en pouvant, 
s'annuler aux limites, s'annule dans l'intervalle, le rapportées ac¬ 
croissements totaux correspondants des deux fonctions égale le rap¬ 
port de leurs dérivées pour une valeur intermédiaire de la variable . 

En d'autres termes, si OA désigne une fraction inconnue de A, ou 0 
un certain nombre compris entre zéro et i, l’on aura 

f( a — h i — fia \ f \ a -4- 0 h \ 

(II) *-;- : -- *“T- jrr • 

et a — h ) — ot a > i 

Intercalons, en effet, entre a et a *+* /*, un nombre indéfiniment 

croissant de valeurs de ,r, que j'appellerai x,, x 5 , x 3 .ci 

réservant les dénominations x 0 et x n pour la première, fl, et pour la 
dernière, a -f- /<. De l'une de ces valeurs à la suivante,/(x) et <&(x) 
éprouveront des accroissements ayant les expressions générales Ay(,r). 
Aç(x), et dont les rapports respectifs, à dénominateurs Ae(x) tou* 
de même signe par hypothèse, seront 

(VÎ \ */(*•) V( *« ) \f(Tj > A 

* AÔ(j 0 )’ A^(x,) > As(*i)’ Att(r rt _,i‘ 

B. — I. Partie élémentaire. 


y 
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Donc le rapport 

\f(x xl } \ f(Xy\ .,. — Xf( x n . {\ /(a 4- h ) — f\ a ) 

- - ’ "' ,j " ié *" Olï , 1 1 ,m 11 ^ 

;rof-*-AçMrjj-f-... -+- A«-( r n ..\\ fia -j- h a ; 


formé par l'addition terme & terme des précédents, se trouvera compris, 
d’après un théorème d’Àlgébre appliqué déjà plusieurs fois (p. 12 ), 
entre le plus petit et le plus grand d’entre eux. Et comme enfin, à 

mesure que Xx s'approche de zéro, l’expression —— > quotient de 

i V ( J* J 


Xfi#) \*(x) 
~— par — 

Xr 1 Sx 


1 A'f( x)' * 

♦ /*^( OC ) 

> tend évidemment vers — > ou que les rapports ( 12 ) 

"* ^ ^ JH , 


fi*) 


deviennent à )a limite les diverses valeurs de la fonction *~ r - ' pour# va- 

<? W* 

viable entre a et a 4 - h, on voit que le rapport proposé ’Sfaj 

sera compris entre la plus petite et la plus grande de ces valeurs de % -ï r ■ * 

O OC | 

D'ailleurs, vu la continuité de /'(.r), ?'(#), et la non-annulation de 
f\æ) entre les limites x~ a, x =. a ■+• / 1 , la fraction —- ne va de 

f\X) 

l’une de ses valeurs, la plus petite ou la plus grande, à l’autre, qu'en 
passant par tou» les états de grandeur intermédiaires j et il y a, par 

conséquent, un moment où elle égale ~ \ a — f * Si l'on appelle 

1 0 ^(« + /n — $(«) ir 

a -f- Ô/i la valeur de x à ce moment, il viendra bien l'égalité ( 11 ) (*), 


(*> La formule (« 1) s’étend aux cas où aucune des deux fonctions /(#), 9(4?) ne 
varie toujours dans un même sens et où, par conséquent, leurs deux dérivées 
./’(#)» ? (x), changeant de signe, s’annulent dans l'intervalle considéré, pourvu 
toutefois que ce ne soit pas en même temps. On le reconnaît en considérant la 
fonction continue 


/(*)-/(«)- 


/[a + h)-/(a) 


[?(*) “ r 


qui, nulle identiquement aux deux limites x = «, x ~ a ~~ A, exige que sa dé¬ 
rivée (continue) 

f ( r) /(«+*)-/(«> 

1 ix) f{ 5T=TS)"^(3) ? ix) 


change de signe et, par conséquent, s’annule, dans l'intentaiU, c'est-à-dire pour 
une valeur de x exprimable par a 4- 6 A. On a donc 


/'(« 


/(<* 4 /*) — /(a) 
9(a-r- h) — ?(<*) 


?'(<* 4-SA) = 0 . 


Or cette égalité n'est possible qu avec ÿ'(« SA ) différent de zéro, si l'on admet 
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8i. — Démonstration de la régie relative aux expressions de la forme 
cas d'exception on comportant des difficultés spéciales. 

Cela posé, si, pour la valeur a de la variable, les deux, fonctions 
f(jc) et <f(x) s'annulent, que, de plus, l’accroissement h doive tendre 
vers zéro et puisse être supposé assez petit pour que là dérivée de 
l'une, au moins, des deux fonctions ait sans cesse le même signe entre 
x a et x —: a A, la formule (i r) donnera 


( i3 t 


fia h- Ai f\a-~§h 

r_ _ __ •> 


0(0 


h 1 


c ( a 


h h 


fi y \ 

Admettons que le rapport ^ f tende, comme il arrive d’ordinaire, 

vers une limite lorsque x tend vers a . Alors, quand A s'approchera 
graduellement de zéro, $A, d'une valeur absolue moindre, tendra vers 
zéro soit graduellement, soit peut-être, dans certains cas, en sautant 
parfois brusquement d’une valeur absolue à une autre sensiblement 
plus petite. Quoi qu'il en soit, le second membre ne pourra éviter de 

fi ÿp J 

converger vers lim- -^ ; ce qui démontre la règle» 

Mais il peut se faire que, x s'approchant graduellement de a, 

oscille une infinité de fois entre des limites plus ou moins écartées, ou 
ne tende vers aucune limite, et que cependant le second membre de (i3) 
admette une limite déterminée; car rien n'empéche, quand A décroit 
vers zéro avec continuité, que 6A varie brusquement de temps à autre, 
de manière à réduire toute la suite des valeurs prises par le second 
membre de (i3) à une minime partie seulement de celles qu'on aurait 
en y faisant décroître 6A d’une manière continue* Il est clair que, dans 


que f'{a 4 -6A) et ç'(«-f. 0 A) ne puissent pas être nuis à la fois. Donc, à cette 
réserve près, on peut diviser par ç'(a — OA), et il vient 

f(a --- h) — /( a) _ f{g 4 - OA) 
ç(«tA/ — ?(«) ç'(« — H h)' 

ce qui est bien la formule de Cauchy. Nous n'aurons à rappliquer que dans des 
cas où la dérivée <?*(#) ne s'annulera pas entre tes deux limites x = a, jr .-r. a -t* A ; 
et voilà pourquoi il suffisait d'en indiquer toi, en note, l’extension à d'autres cas. 
pour lesquels la nécessité d'examiner la rcs* Hion encore subsistante (au moins 
d’après la démonstration) de la non-annulation simultanée de f(x) et dc»'(a?) 
rendrait peut-être son emploi moins utile. 



BXPRE88» - ; CAS OU tes DKftlV. DEVIES»* SOIT IXDÉÏ.y SOIT INFINIES; 

k ” 

ce cas, la règle usuelle tombera en défaut, car —v-» ou , 

n <f — Ai «(/| 

» *■ x ) 

ternira vers une Hmîte, et non — • On ne pourra donc pas ramener 

fi x ) 

le rapport des deux fonctions -- à relui de leurs dérivées, qui, réel- 

lement indéterminé pour x -- a , sera seulement astreint par réquation 

(i3) à comprendre parmi ses valeurs possibles en nombre infini celle 

* . , fi**) 

(Jul égalé - • 

Un exemple curieux de ce cas se présente quand on pose 


fi T I — X* Mit - •» 
X 


s(x) “ x «?t a ~ o: 


ce qui donne bien J\a) ^:o, ( a ) ~o, et fait d’ailleurs varier/(x), 

®(x) avec continuité, meme à la limite j?=:o où le facteur sin — * 

x 

devenu shix, bien que toujours compris entre —-1 et — r, cesse de 
varier graduellement. Les deux dérivées f‘(x) et *'(x) sont alors 


.r , rzz IX S 


.1 « l I \ / * \ I .1 

un- jr- f cos “ — 1 ■■■■- - - cos-i/sm -i ïî <. 

x x x */ x x 


r \--1. 


La seconde est constante, et la première /\x), réduite sensiblement à 

— cos — pour les valeurs $ de x très voisines cle zéro, est continue dès 
x 

que x diffère de zéro, c'est-à-dire entre la limite x o et une autre 
quelconque, bien qu'elle cesse de l'ètre pour .r ~o, où la rapidité de 
ses variations dezi à est infinie. D'après la démonstration don¬ 
née tout à l'heure de la formule ( n), cela suffira pour qu’on puisse 
appliquer cette formule (i i); car la continuité cle/(x) et de 
encore subsistante même pour permet de négliger sans 

erreur relative sensible, dans les petits accroissements simultanés 
/(a -r h) — fia) et z(a h) — s(a), les éléments A/(x), A^(x) les 
plus proches de cette limite a où les dérivées /'(x), fix) ne sont 
plus toutes les deux graduellement variable» et bien déterminées. 

Rien donc n'empèche de regarder la valeur limite de comme 1 

f'( x ) , ï 

égale à ou à —cos pour une valeur t de x infiniment voi- 

” s(.r) x 1 

sine de zéro. Mais on voit que A -—-1 alors devenu —cos - ou — cosac» 

1 <p(x) s 

est discontinu, et indéterminé entre — i et -ht, tandis que le vrai 
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• fi ^ | * I 

quotient——» évidemment égal à .r si»~> admet la valeur unique 

zéro à l'instant où,r s'annule. 

Quand les dérivées /-(.r), s r (jr) deviennent infinies à la limite 
jc — a, la règle subsiste; ce que montre encore la réflexion précédente 
sur la possibilité d'abstraire, des accroissements f(a — h) — f{a) 
et ç(a-r It) «— les éléments les plus proches 

de cette limite a . Seulement le rapport cherché des dérivées se pré¬ 
sente sous ta forme - > non moins indéterminée que - et à laquelle, 
comme on verra bientôt , la même règle est applicable. Mais on 
pourra utiliser directement ce résultat - » si la valeur infinie des 

deux termes de la fraction est due à la présence d‘un facteur com¬ 
mun indéfiniment grandissant, qu’il suffira de supprimer. Soit, par 

exemple, /(.r) \’>r — i, ^(^r) — y'x* — i et ff=i,d'où résulte bien 

pour la forme -• Il viendra f\jr) — i —- * c'(.r) = - - 

1 Ç(«) o * a/x-i ‘ 

valeurs que rend infinies, pour x = i, le facteur — ■■ — « Mais leur 

_ s/r — i 

quotient peut s'écrire — i /——- — ~~ + et vaut — pour 

2«r y — 12 jc 1/2 


quotient peut s écrire — 4/ -= ;— \ x -f* i, et vaut — pour 

2«r 4' »r — i 2 je* i/2 

.r^r: résultat qu'on aurait eu de suite en observant que 
ç(.r) = \fx ^r \Ir~ — V / ‘ r *+- ‘.A-O et f I ue > P ar suile > 8 P our 

A V 

| J 

expression —rr=^ ou se réduit à -—* quand æ i. 

V .r -- i \ A >. 


83. — Application de la règle à un exemple. 


T 

Habituellement, le rapport —,—- des dérivées tend vers une limite 

* * Ÿ {Jfj 

• * /i | r t 

plus facile à calculer que la vraie valeur de J —±■ cherchée directe- 

ment, et la règle aboutit. 

Soit, comme exemple, à évaluer la fraction 

, , v (>■*—<?-*)— x(e x -\- e~ x } sinh.r— rcoshx 

v 2 sinz* — 2 J* COS J* SH1X—XCOSJT 


à la limite jc =o. Ccst ce qu'on indique d'ordinaire en mettant l'ex- 
pression considérée entre parenthèses et, à la suite, sous forme d'in¬ 
dice, la valeur qu'on se propose de donner à .r, de l'une des deux 



i3ï t:\pRKusios3 dr i\ Ÿùmz hègik de Cauchy; 

% 

manieras suis ailles ; 

/srnh.r — xcoshx /«inhar — xcosh-r'i 

\ stnx — xco&x / x ~<s \ sin x — x cos* /<, 

Les deux, termes de la fraction s’annulant pour x o, on remplacera 
chaque terme par sa dérivée, qui est, après une réduction évidente, 
— x sinh.r pour le numérateur et x sin x pour le dénominateur. On 
pourra donc évaluer, au Heu du rapport proposé ( 1 4)» celui des deux 
fonctions — x sinhx et xsinx, rapport identique, vu la suppression 

permise dit facteur commun x. à Celui-ci devenant lui— 

meme de ia forme 2 à la limite considérée, on y remplacera les deux 

termes par leurs propres dérivées —coshx, cosx, dont le quotient, 
pour x = o, est — i, vraie valeur cherchée. 

Toute la suite des calculs se représente par un Tableau comme ceci : 

/ sinh x — r roshx \ / — x sinlur \ /sirth.r\ /coshx\ __ 

\ sinx—jpcos.r /o \ J \ sinx /<>"”" \ cosx /o 

On vérifierait aisément le résultat — i en remplaçant, dans les deux 
termes de la seconde fraction (i4), les sinus et cosinus, tant circulaires 
qu’hyperboliques, par leurs développements ordonnés suivant les 
puissances de t, puis en réduisant les termes semblables, supprimant 
ensuite un facteur x % commun aux deux séries ainsi obtenues comme 
numérateur et comme dénominateur, puis, finalement, en posant 
x ~ o. 


86. — Expressions de la forme - < 

OC 

Les fractions qui, pour une valeur particulière x ~ a de la 

variable, prennent la forme —, ont leur vraie valeur, ou valeur 
limite, évaluable par la même règle que les expressions de la forme 
-» c'est-à-dire en remplaçant lim —— par lim ~—-• Les deux li- 

O r * &(J*) r lp(3*) 

mites ainsi substituées Tune à l’autre sont, du moins, ou milles à la 
fois, ou finies et égales, ou, toutes les deux, infinies et de même signe. 
Cette extension importante de la règle relative au rapport de deux 
fonctions qui s’annulent a été découverte par Cauchy. 

Pour la démontrer, donnons à x une valeur a q- h voisine de celle, 
a > qui rend infinies f(x), <p(x), et substituons à la fraction proposée 


i 

i 

s 

ê 

t 

ï 

i 
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i35 


y ou - IL ^l Ï , Jé quotient équivalent dé la fonction —-— » nulie 
-t- h ) » * t .* 

pour x a , par la fonction « également nulle â la même limite. 

Ces deux fondions continues s'approchent évidemment cîe zéro et va¬ 
rient toujours dans un même sens, quand les valeurs absolues de /(x) 
et <p(*r) grandissent ou que j v—a-*rh tend vers a . Le rapport de 


leurs accroissements simultanés 


a - t - h ) a ) ^ fut H- h) f'&r 


réduit ainsi à S i a ~~L égalera, d'après le théorème de Cauchy, le 

vi a -t-/jj 

rapport de leurs dérivées 


d 


x i 


</./■ ^ ( -r ) 

c’est-à-dire la fraction 


d ! __ f\ x ) 

sI X i 1 ' dx fiX) ~ /{*)* 


**) \/<*)V 

f\x) U<*)J 


pour une certaine valeur intermédiaire a -h 6 h de la variable. On aura 
donc 

f(a -4- h ) __ s '(a -r ftA) I" /(o 

•+•/*> ^ fia ^ 8/*j [^(a-rOAtJ 
ou, sous forme de proportion, 


/'(a ~- 0fc) /(« 

©'( a -t- 0 A ) _ ( *t h- 0 A » 

/ï a -h- O/i » finh i 

ç(a QAj oia-t-A) 


Or admettons que chacun des deux rapports 4^, -4^ tende vers 

une limite quand x approche de a, et que, pour ^» cette limite 

soit, ou finie et différente de zéro, ou nulle, ou infinie. 

Dans le premier cas, la relation (i5) devient évidemment, pour 

Â=0, 


lim 


lim 


f\x) 

o'ir) 

w *** 

f\*) 
?(**) 


lim 


lim 


fi 

V*) 


~ I» 


ou 


lim 




=s lim 


fur) . 

* 


ce qu’il fallait démontrer. 

Dans le second cas, 9 h étant pins voisin de zéro que n’est /t, le se- 



t \fl 
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rond membre dé (i5) a son au moins aussi voi¬ 

sin, en général, de <a limite nulle, que n'est le dénominateur corres- 
pondant /r 'd'où il suit que ce second membre (d'ailleurs po- 
sîtif) atteint, à la limite, tout au plus l'unité. Donc la limite du nu- 
mératenr du premier membre, lim y nc P eu ^ P as dépasser en 

valeur absolue celle du dénominateur lim i -* alors nulle; et Ton 

?<*) 

a bien encore 


lim^ 


fi .r » 


lim 


î> \ x t 


fir i 
f f(T} 


en ce sens du moins qu'elles sont nulles toutes les deux, Mais leur rap¬ 
port limite peut évidemment être très inférieur à l'unité ; car rien n'em¬ 
pêche que le second membre de (i«>) tende vers zéro avec /i, la frac* 

lion ^ a Z-Y ii) P ouvanl devenir indéfiniment plus proche de la limite 

. ' f(a+ h i 

zéro que --— » 

1 ç i « -- « » 

Enfin, dans le troisième cas, où lim — est infinie, le second 

vir) 

f ( fl 

membre de (la) a, pour la même raison, son numérateur ^ a 

moins éloigné de sa limite infinie, c'est-à-dire plus grand en valeur 

absolue que le dénominateur ï- e rapport, évidemment po- 

« ' 

sitif, de ces deux très grandes valeurs de la fonction supposée conti¬ 
nue dépasse donc Tunité. Par suite, le premier membre égal 

?' » s 

montre que lim a le signe de lim • et n'a pas une valeur ab- 
1 f{T) 13 ofar) r 


solue moindre ou est tout aussi infinie. On conçoit même que 


/w 

?'(«> 


puisse être un infini d'un ordre plus élevé; car rien ne dit que le 
second membre de (t.>) ne grandisse pas sans limite à mesure que/i 
tend vers zéro. 

En résumé, le calcul de —— > pour Jt m a , donnera la vraie valeur 


e< jt > 


de lim quand celle-ci sera finie; et, quand elle sera infinie, il le 
fera connaître. 

Observons seulement que, lorsque les deux fonctions /(.r), 



A OC 

Fxpnæssfoxff on tr.'smsr vpn» r.Rs formes - oï - —< 

O oc 


f*7 


deviennent infinies pour une valeur déterminée a de b variable, leur 
rapidité d'accroissement, mesurée par leurs dérivées J'\jt ) r 

devient à plus forte raison, et que, par conséquent, l'expression \-J-~ 

v I if* I 
* 

yfc ■ 

est, comme la proposée ~— de la forme - • Mais cela tient assez sou - 

’ 11 Ci J' t cc 

4 

\ ent à des facteurs infinis communs qu on aperçoit de suite dans 

et quV»n peut supprimer; en sorte que la règle conduit bien 
alors au résultat demandé. D'ailleurs, il arrive fréquemment que la 
valeur a pour laquelle les deuv fonctions/^.r), <s(jr} deviennent infi¬ 
nies n'est pas une valeur déterminée, mais bien une valeur infinie. Or 
les dérivées /'(.r), o'(jt) ne sont alors nullement tenues de devenir 

infinies, c'est-à-dire que le rapport‘S— peut ne plus se présenter 

O l «2* l 

4 

sous la forme illusoire — du proposé et, cependant, la règle de 

T 

Cauchy continue à s'y appliquer, comme on va le voir. 


87. — Extension de la règle au cas où c’est pour une valeur infinie de 
la variable que les termes de la fraction considérée deviennent tous 
les deux nais oa tons les deux infinis. 


Admettons que ce soit pour *r rr — x, ou bien pour ,r ~— x, que 
f(x) et 'f(j') acquièrent à la fois ou des valeurs milles ou des valeurs 
infinies. Alors, en appelant y l'inverse de jr, ces fonctions, devenues 

devront être considérées pour la valeur parfaitement 

précise et déterminée y valeur inverse de a: —±i oc. On pourra 
donc, avec la nouvelle variable v, appliquer la règle, et remplacer 

le rapport des deu\ fonctions // - j. ?( r) 1 par celui de leurs dérivées 

\y J \yi 

r is)&)- '■'(})&)- u suppression du facteur commun ~- » 
infini à la limite, donnera bien 


( 16 ) 



ou, en revenant à la variable proposée j\ 
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La régies qui consiste à remplacer un rapport 2 ou ~ de déux fonc¬ 
tions par celui de leurs dérivées est donc encore applicable quand ces 
deux formes ? ou ~ ne se présentent pas pour une valeur déterminée 

de la variable, mais seulement à la limite lorsque la valeur absolue de 
la variable croit indéfiniment. 


88. — Exemple : comparaison d’exponentielles et de logarithmes deve¬ 
nant infinis aux fonctions algébriques de leur variable gai le devien¬ 
nent également. 

Comme application» cherchons la limite du rapport -—i oi'imdé¬ 
signe un exposant positif quelconque, entier ou fractionnaire, et x 
une variable qui grandit indéfiniment. Les deux fonctions /(x);~Io£x 
et rr x m devenant infinies pour .a? —oc, il y a lieu d'évaluer le 

rapport y /,~ qui, vu les valeurs f f (x) =: $ r (x) “= revient 

à —* On aura donc 


( 18 i 


■' !og x ’ 




jC -r * 


I 

X 


OU f». 


\MJr **/ 1 

Ainsi, quand une variable devient infinie, son logarithme le de¬ 
vient, mais infiniment moins que toute puissance , à exposant posi¬ 
tif, de celte variable, et, par suite, infiniment moins que toute 
fonction algébrique . indéfiniment croissante, de la même variable . 
Effectivement, toute fonction entière de x est sensiblement réductible 
à son terme de l’ordre le plus élevé, quand la valeur absolue dex de¬ 
vient très grande, et, s'il s’agit d'une fonction fractionnaire ou même 
irrationnelle, des divisions ou des extractions de racines, effectuées 
sur de pareils monômes, donnent des résultats monômes comme eux, 
c'est-à-dire de la forme x m , abstraction faite d’un facteur constant. 

Dans la formule (i8), appelons/ le nombre indéfiniment croissant 
log.r, ou posons log.r r=/, x -c- v ; et appelons de plus n l’inverse de 

m, c'est-à-dire le nombre positif quelconque ^* L'expression ~~ 


rn 


deviendra 


e m y 


(S)' 


La formule (ï&), qui exprime que ce nombre 

tend vers zéro quand / grandit, exige évidemment que sa puissance 
jjiàm* y tende aussi, ou qu’on ait 
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Donc, quand une variable, y QU Je, devient infinie, toute puissance, 
à erposant positif, de cette variable le devient aussi, mais infini¬ 
ment moins que Vexponentielle correspondante e y ou e*. 

C’est ce qu’aurait montré plus directement* s'il ne s’était agi d’ap¬ 
pliquer la règle de Cauchy, le développement en série, (i 3 ), de e* 
[p, 5o], visiblement composé, pour *r>o. de termes positifs de tou» 
les ordres entiers de grandeur en x, jusqu'à l'infini. Et la relation (i S). 



on a vu, qu 


- - o, sc serait alors déduite de (19), qui non est. comme 
'une autre forme. On n’a donc pas à craindre que les résul¬ 


tats précédents soient subordonnés à l'hypothèse, faite en démontranL 
la règle de Cauchy, de l’existence d'une limite du rapport proposé 


/l~j ^qui est dans notre exempte J à l'instant oii jc atteint la va- 
leur rendant infinis les deux termes de ce rapport. 


Il suit de là que si, pour les très grandes valeurs de .r, on repré¬ 
sente les fonctions positives log* et e* par une expression de la forme 
x*, en posant ainsi ** = soit logj", soit e x , c'est-à-dire, vu dès lors 
l'égalité du logarithme naturel de ,r a à celui de log* ou de e *. 


a log j r r-. *011 log log*, soit 


les valeurs de l'exposant a, savoir, ou ~y * dans le premier cas, 

et .. J --- ou — dans le second, deviendront, l une, nulle et, l'autre, in- 

log x y 

finie, quand x croîtra indéfiniment. Donc le logarithme d une va¬ 
riable infiniment grande peut être remplacé par une puissance de 
cette variable ayant son exposant positif infiniment petit, et l ex¬ 
ponentielle (à basée) de la même variable peut être remplacée par 
une puissance de cette variable dont Vexposant positif deviendrait 
infini. 

Cette remarque est précieuse dans l'étude des expressions de 
forme indéterminée où soit des exponentielles, soit des logarithmes, 
se trouvent combinés avec des facteurs algébriques; car elle sert à y 
lever l'indétermination, en montrant que les facteurs algébriques 
l'emportent infiniment sur les logarithmes, devenus des facteurs algé¬ 
briques à exposants infiniment petits, et que, au contraire, les expo¬ 
nentielles, assimilables à des facteurs algébriques à exposants infinis, 
l'emportent infiniment sur les facteurs algébriques donnés. On peut 
d'ailleurs, au signe près, ramener sous ce rapport le logarithme in¬ 
fini négatif d'une variable qui s’annule à celui d'une variable qui 
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f',0 

devient infinie; car nn a — log.r loa - et. pmirx nul ou - infini, 

ï / | '• ît 

la formule log - ~ ) » où a est un in fin» ment petit e, donne 

- log.r -T- ,r ■**, On voit de suite, par exemple, que, à la limite .r ~ o, 
I* 4 produit —log./* devient «/' w_s et, par conséquent» s'annule si 
I exposant donne tn surpasse zéro, quoique le second facteur logj? 
devienne infini. 


80. — Antres expressions de forme indéterminée. 


On ramène a I une des deux formes 


— * — mie iroiMcme catégorie 
O 3C " r 


rl expressions d'apparence indéterminée que Ton exprime par o X oc, 
et qui se présentent dans les produits /(x), z(x) de deux fonctions 
dont 1 une, s annule, à l’instant où l'autre, f(x) } devient infi¬ 

nie. Ï1 suffit, pour réduire cette catégorie aux précédentes, de rem¬ 
placer l'une des deux fonctions par son inverse, écriten dénominateur 
sous l'autre fonction. 

C'est ainsi, par exemple, qu'on ramènerait le produit x Iogjr, pour 
.r — o, au quotient —* revenant, avec - r= v, à la fraction — 

l .r * 7 y 

Hr 

prise pour y infini : résultat nul d'après la formule (i8), comme on 
vient d ailleurs de le voir* On ramènerait de même l'expression 

j\r(v'A — i)]*-«, où A est censé désigner un nombre positif quel¬ 
conque, expression de la forme co(i — i) ou oexo, à la fraction 


/ AJ-t\ 


^ —— j , de la forme ~ — ou - , et pour laquelle le rapport des 

dérivées donne (~ logA. On aura donc 

(ao) [■'‘(VA — 0]/*..» - ï*’»!? A, 


conformément à la formule de Briggs (portant le n° i 4 à la page 5 i). 
qui est en quelque sorte la définition du logarithme naturel, consi¬ 
déré comme limite d’expressions algébriques. 

Enfin, une dernière classe assez usuelle d’expressions d'apparence 
indéterminée se présente dans des exponentielles à base variable, ou 
de la forme/(#)¥(*>, quand l’exposant devient infini pour une 
valeur de x rendant la base/(jr) égale à l'unité, ou quand, au con¬ 
traire, l’exposant o(x) s’annule à un instant où la base /(.r) est 
nulle ou infinie. Il s’agit donc des formes i*, o rt , oc°* Cette catégorie se 



EXEMPLE», 


rV 

ramène à la précédente en considérant, au lieu de la fonction f(x )? £jr: , 
son logarithme o(*c) log/(,r), qui devient alors oc. x o, ou o x oc, et 
d'où Ton passe aisément à la quantité qui Ta pour logarithme. Par 
exemple, la vraie valeur de x* à la limite æ ô s’obtiendra en con¬ 
sidérant sou logarithme x log.r, alors nul, comme on vient de h* 
trouver : cette vraie valeur de x x sera donc c’est-à-dire i. De 

aura pour logarithme 

lof .^ï \ v il 

~ > J y t* 

ou simplement À, vu que cette fraction a la forme - et que le rapport 

des dérivées v est (—\ —: A. On aura donc 

* \I “T* \}'J y . y 

conformément à la formule (4) de la page 42, formule qui définit la 
fonction exponentielle comme limite de fonctions algébriques. 


même, la vraie valeur de 


IM/l 
[ xk *( , -;)L. = 


90*, — Application du théorème de Cauchy à l’étude des rapports 
existant entre les tangentes, très éloignées, d'une branche infinie de 
courbe, et son asymptote. 

(Compléments, p. nS*.) 
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!>L - Objet et importance de la formule de Taylor. 

La propriété de graduelle variation dont jouissent, en générât, les 
fonctions même les plus compliquées se présentant dans l'étude des 
phénomènes naturels, a pour effet d’assujettir leur marche à des lois 
approchées uniformes, toutes les fois qu’on ne les considère qu'entre 
des limites suffisamment resserrées* S'il est question, par exemple, 
de ne donner à la variable d’une fonction y(jr), à partir d’une cer¬ 
taine valeur fixe, d’ailleurs quelconque, que d’assez petits accrois¬ 
sements positifs ou négatifs /t, les valeurs correspondantes/(*r -b h i 
de la fonction vaudront, d’après la formule du haut de la page 36 , 
f(&) - 4 - s/t, et comporteront ainsi l’expression approchée, 

du premier degré en /*,/(>) avec une erreur, %h> d’un 

ordre de petitesse par rapport à h supérieur au premier* Or il est 
naturel de chercher à généraliser ce résultat et de se demander si, en 
prenant pour expression approchée de /(.r — h) un polynôme s (/n 


du n ièxu * degré en A. 


i.i i.a.i 


i. •*. 3 ... n 


on ne pourrait pas de même, par uu choix convenable de ses coeffi¬ 
cients Àq, ^ t . .-* réduire la différence entre/(.r-h/ij 

et ce polynôme s(/<) à une expression delà forme sA«, où £ tendrait 
vers zéro eu même temps que /<; de sorte que l’erreur commise fôt, 
pour h assez voisin de zéro, incompamerablentpius petite que le der- 

nier ternie -- h n , toutes les fois que A* différerait de zéro. Et 

l’on conçoit d’ailleurs que, en donnant alors à n des valeurs de plus 


m; contact i»e deCx fonctions ; ordre i>'rs tkc cuvrAivr. tffi 

eft plus élevées, le polypéme $(/*) pourrait bien sou s certaines condi¬ 
tions, par le fait du décroissement indéfini du reste ou ternie compté- 
me ut aire «A 71 , devenir, à la limite, une série converge» Le, rendant 
praticables l’élude et même le calcul numérique de fonctions fix~--h) 
très difficiles peut-être à aborder autrement. De plus, cette forme 
d'un polynôme, la plus simple que l'Algèbre fournisse, ainsi imposée 
à toutes les fonctions jouissant d’une variabilité assez graduelle, im¬ 
pliquerait pour toutes, comme il vient d'être dit. l’existence de pro¬ 
priétés communes, du moins dans le voisinage de l'une quelconque de 
leurs valeurs prise comme point de départ, et elle mettrait ces pro¬ 
priétés en évidence. Tel est précisément le but capital que remplit la 
formule de Taylor, à laquelle sera consacrée cette Leçon. 

92. — Du contact de deux fonctions : conditions pour qu’un tel contact 

soit d’un ordre donné tu 

Comme la différence, que nous aurons à considérer, des deux fonc¬ 
tions /(.r + A), &(A) devra, pour les très petites valeurs absolues de 
A, être d'un ordre de petitesse en A supérieur au /i î,>ni0 , il y a lieu 
d'indiquer d'abord ce que nous appellerons un contact plus ou moins 
élevé de deux fonctions. Nous dirons que deux fonctions de A pré¬ 
sentent, pour la valeur h — o par exemple, un contact de l'ordre en¬ 
tier « (au moins égal à i), lorsque leur différence, que j'appellerai 
•^(A), devient, dans le voisinage de celte valeur A — o, d’un ordre de 
petitesse en A supérieur au ri'<' m * t mais non supérieur au (// * 4 - 
Le rapport de <jr(/i) à A* doit donc tendre vers zéro avec A, mais non 
le rapport de $ (A) à h** 1 . 

Or il suit de là que les dérivées successives des deux fonctions propo¬ 
sées, jusqu’aux n ïi:m ** inclusivement, sont, pour n nul, égales chacune à 
chacune, ou, ce qui revient au même, que celles de leur différence 
savoir ÿ{ A), ^'(A),. •. (A), s’annulent comme A) à la même 

limite A — 0 . Pour le démontrer, attribuons d'abord à la variable h 
des valeurs croissantes à partir de zéro, et imaginons, en vue de fixer 
les idées, que la différence <j/(A) devienne alors positive, ce qui aura 
lieu si celle des deux fonctions proposées qu’on a retranchée de l’autre 
est la plus petite des deux dans les conditions supposées. L’écart po¬ 
sitif (A) des deux fonctions aura, d'après l’hypothèse, avec h n , un 
rapport tendant vers zéro en même temps que A, et, par conséquent, 
inférieur à tel petit nombre positif qu'on voudra, pourvu que A reste 

T 

lui-même assez petit. 1! viendra, tout à la fois, en appelant ■ - - 



ce nombre, 

W 


COJîfACr DE DKIX PONCTIONS : COEDITIONS 


w? 


'v f h i 


O, 


À I —- £ 


A" 

I. A . i . . . H 


O, 


Ainsi, les premiers membres de ces inégalités, d'abord nuis, vont* 
l'un, en grandissant, l'autre, en diminuant, et, si l'on admet qu'ils 
soient continus ou que le soit, leurs dérivées ne pourront man¬ 
quer d'Otre, l'une, positive, l'autre, négative. On aura donc 

h»-' 


-yui} 


o, 


•!* i A i 


i. x . I ... < n — i ; 


.o, 


inégalités semblables aux précédentes et montrant que la dérivée 
■!/(//) s'annule, comme &(/«), à la limite h =:o. On en déduira de 
même successivement, si les fonctions £'(/*). 
sont continues, 




0 , 

H u » ww 

v in 1 — S-•--—-; 

- - I ) 

( j 1 * 

i 

1 

f 

| ‘I '*-* { h 

1 . 0 . 

'l " * 1 ( h i — £ — ' 0 , 

I ’ 

1 

•i " ( h 

ê 

» ; 0 , 

•I '* 1 7 /i —s C<>. 

Comme le 

nombre î 

doit 

tendre vers zéro en même 


o, 


leur la plus grande considérée de/i, on voit que ces inégalités exigent 
bien, en somme, l'annulation de ^(o), *J/(o), 'té* J (o), c’est- 

à-dire l'égalité, pour h ~ o, des deux fonctions proposées dont »^(/m 
exprime la différence, et de leurs n premières dérivées, comparées 
chacune à chacune. 

On arriverait à la mémo conclusion en attribuant à/*, toujours à 
partir de zéro, des valeurs négatives; ce qui ne changerait rien à la 
première inégalité ( 2 ) en choisissant encore convenablement celle des 
deux fonctions fi je -*-/*), s (/#) dont é*{ h ) exprimerait l'excédent sur 
l'autre, mais ce qui, dans le cas de n impair, conduirait, en posant la 
seconde inégalité ( 2 ), à prendre s négatif, pour que le produit zh tl 
continuât à être positif. Seulement, h diminuant, les fonctions crois¬ 
santes auraient alors des dérivées négatives, et les fonctions décrois¬ 
santes, des dérivées positives; ce qui conduirait à changer, d'une 
ligne de formules à la ligne suivante, le sens des inégalités. Chacune 
des dérivées <!/(/*), n'en serait pas moins comprise 

entre zéro et une limite tendant vers zéro avec //, 

Ainsi, un contact d'ordre n de deux fonctions exige non seule¬ 
ment leur égalité actuelle, mais aussi celle de leurs dérivées succes¬ 
sives, chacune et chacune , jusqu'aux n iemt * inclusivement. 


1 

!./ 

L- 


j 

ï ; 

’V 

J' 


< 




rat'K qv'v\ ThL contact soit »'r* onwtE nojon; ». ^5 

Réciproquement, si les dette fonctions proposées H leurs n pre¬ 
mières dérivées sont égales chacune a chacune , pour une valeur 
déterminée de leur variable, et que, par suite, eu comptant les petits 
accroissements h à partir «le celle valeur, la différence des deux, fonc¬ 
tions, «pie j’appellerai encore mais prise avec son sijçne et non 

pas seulement en valeur absolue, vérifie les n r~ i conditions 
«o) " :0 * W>) — 'Y n) {o) • o, ces de u.r fonction* présente¬ 

ront. pour la valeur considérée de leur variable, un contact d'un 
ordre au moins égal à n. 

En effet, concevant d'abord que h croisse depuis zéro jusqu'à une 
valeur positive non plus seulement très petite, mais quelconque [afin 
«l'établir en même temps, entre des limites aussi écartées qu’on le 
voudra, une formule, nécessaire plus loin, «le la différence '»{/*) de^ 
deux fonctions], appelons m la plus petite, et M la plus grande des 
\aleurs que reçoit dans cet intervalle la dérivée \h), m et M 
remplaçant ainsi les deux limites zéro et t de <Y n (4) considérées 
dans la démonstration précédente. On aura évidemment, au lieu do 
la dernière ligue des inégalités t4)* 


O) 


■y* ( h ) — m ; o, *1 «(/«>— M : o. 


Or les premiers membres de celles-ci sont les dérivées des deux fonc¬ 
tions y^ 71 l, {h) ni “ et (A)—M—« De ces deux fonctions, 

milles par hypothèse initialement ou pour h =. o, la première grandit 
«lonc avec/#, tandis que la seconde diminue, pourvu toutefois que 
Punc et l'autre soient continues; et il vient, à lu place de l'avant-der¬ 
nière ligne des inégalités (4)» 


«Ci 


i h 


h 

m - ;vo, 


’V« * ( /i > — M 


o. 


On observera de même que les premiers membres de celles-ci sont 
les <léri\êes de **,.«-•*' (/r ) — tu et de •{.*-*(/< ) — M ...., de. ■ et 

l,a I.U * 

une série de raisonnements analogues donnera finalement 


* / h n 

'7) ’yU'Ï — m ■ - ■ > o 


'li.li ) M 


h » 


I ♦ I I i « < a /« 


: o. 


Donc le rapport de à — \ -se troiue compris entre la nlus 

I » « ftr ^ A 

petite, w, et la plus grande, M, «les valeurs reçues par la déri\éo 
l< |‘ V,m '’V"VO pendant que », d'abord nul, a graduellement atteint son 
«Hat actuel. Ht le même raisonnement, sauf le changement de son*, des 
B. — l» t*(ittic ctvmentnire. 


lO 
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inégalités dans le passage d une ligne de formules à l'autre, s'appli¬ 
quera évidemment au cas de valeurs négatives ou décroissante- 
de /*. 

Or admettons la continuité non seulement de ( h ) et de *es n i 
premières dérivées, ce que nous avons du faire déjà, mais aussi de la 
dérivée «••*«*••,(«?(/!), Alors, pour h assez petit, les valeurs particulière- 
m et M ne pourront manquer d ètre aussi voisines que Ton vomira de 
<V«i(o), qui égale zéro par hypothèse; et le rapport de Ç(/i) a 

-—~-» compris entre tn et M, ternira aussi vers zéro avec h. Cela 

i.i.3...n 1 

prouve bien que 6(A) sera d'un ordre de petitesse en h supérieur au 
üu q ue Jes deux fonctions proposées auront un contact d'un 
ordre au moins égal à ». 

Il n’est pas indifférent [pour arriver de suite à l'expression de 
'£(/*) annoncée tout à l'heure] de remarquer que la fonction continue 
<},(#)(/i), entre les deux instants où elle égale m et M, passe par toutes 
les valeurs intermédiaires, et que, en particulier, à un certain 
moment, 011 sa variable peut être représentée par 0 h si 8 est une 
fraction (inconnue) de l'unité ou G/i une fraction de h 9 elle égale le 

rapport, que l'on a en vue, de ^(/*) à ——-• Il vient donc 


( 8 ) 




h" 

l. *. 3.., « 


(Û/i>. 


Enfin, le contact des deux fondions proposées atteindra justement 
l'ordre », sans le dépasser, si leurs dérivées (n — \) ième * y pour h z— o, 
sont différentes. Car alors la dérivée (n — i) ième , ^ (/i) t de leur 
différence, ne s’annulera pas à la limite h =r o et ne pourra manquer, 
entre cette limite et une autre assez voisine, de garder son signe, avec 
des valeurs notables. En appelant respectivement a, p la plus petite 
et la plus grande de ces valeurs, on aura donc les inégalités 

/| ) ~ a O, l (/il — 3 " o. 


Or, grâce à la continuité supposée de et de ses n première* 
dérivées, on remontera de ces deux inégalités, par le procédé stmi 
pour passer de ( >) à (7), jusqu'à deux relations comme 



li*-*-* 

i»a.-u 


o. 


h »-* 

( h 1 - $ —„. > u. 


prouvant bien que le rapport de à /i n+ï 

3 




deux nombres, .. et — 

1.2.3. ..1/1 —n i i. ♦ Jn -ri > 


est compris entre 
de même signe et de 



orbju: r.tm ol* impair D’ex contact; contact nommi; ixriNi. tfc 

grandeur sensible, ou que £(4) n'est pas tPtm ordre de petitesse, en 4. 
supérieur au (n . 

On voit même que, si îa dérivée 5 (4) est continue ou prend 

seulement le même signe de pari el d'autre de la valeur 4 i_. o. c'est- 
à-dire pour 4 négatif que pour 4 positif, le rapport de *<*) « A - ^ 
aura toujours ce signe, comme a et dans le voisinage de /# - o; el 
que, par suite, $(h) changera de signe en même temps que h, ou n'en 
changera pas, suivant que l'exposant n - i sera impair ou pair. 
Quand donc le contact est d y un ordre n pair, celle des deuxfonctions 
proposées qui se trouve plus grande que Vautre un peu avant le 
moment où elles atteignent leur valeur commune devient la plus 
petite aussitôt après ce moment : elle reste, au contraire, la plus 
grande au delà comme en deçà , quand tordre du contact est 
impair . 

I! peut arriver que deux fonctions, parfaitement distinctes d'ail¬ 
leurs, aient un contact d'ordre infini pour certaines valeurs de la va¬ 
riable et que, par conséquent, toutes leurs dérivées soient momenta¬ 
nément égales chacune à chacune. Ce fait se produit à l'instant où 
.rr- o, comme l'a reconnu Cauchy, dans la fonction y — o comparée 

-L 

à l'exponentielle v- j e * l \ qui, nulle au moment considéré où æ— o, 
grandit avec la valeur absolue de x en tendant pour ,r r= ci: x vers ta 
limite supérieure i. Les dérivées successives de cette exponentielle. 




se composent évidemment de termes qui, tons, la contiennent multi¬ 
pliée par une puissance de — à exposant entier et positif. En faisant 

I 

— ces termes sont donc, au coefficient prés, de la forme 

u m e~ tt —■ —. où l'exposant m est un multiple positif de -J; et l'on a 

vu (p. 139 ) qu'une telle expression tend vers zéro quand u grandit 
ou quand .r s'approche de zéro. Ainsi, à la limite x - 0 , toutes les 
dérivées successives de l'exponentielle proposée s'annulent comme l'ex¬ 
ponentielle elle-même; et celle-ci a bien alors un coutacl d'ordre 
infini avec la fonction v ". o. 

4* 

1 

Il en serait de même de l'exponentielle v _ : e - r , si l'on v considé¬ 
rait seulement, dans le voisinage de ,r " o, les valeur* positives ou 
croissantes de x ; car. pour les valeurs négalites l'exponentielle et 
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n* 

toutes ses dérivées deviendraient ne» pas nulle*, mais infinies, à fa 
limite .r ~~ o. 

La nature réalise parfois, autant que nous pouvons en juger, de 
tels contacts, d'ordre infini, entre les fonctions qui représentent deux 
phénomènes se succédant en un même endroit, ou deux phases con¬ 
sécutives d'un même phénomène régies par deux lois différentes; car 
il est des cas ou elle parait emplover. en quelque sorte, tout son art 
à ménageries transitions et les raccordements i par exemple, dans la 

mise on mouvement d'une niasse fluide au moyen des frottements 

*■ 

quy provoque le contact d'une paroi plants animée à partir d'un cer¬ 
tain moment tle vitesses tangentes à >on propre plan). 


îKJ, — Formulé et série de Taylor; cas généraux de convergence. 

Nous savons maintenant que, pour réduire à une expression de la 
forme % h n la différence entre une fonction proposée f(xn -//) elle 
polvtiomc du n*™* degré s( h ) défini par la formule (i) [p, i.'pt], il 
suffit d'égaler, à la limite h —::o # ces deux fonctions et leurs n pre¬ 
mières dérivées en /#• chacune à chacune. Or les dérivées successives 
en h de f\.r -h) sont évidemment f'iJC — /n, /*(.r y /<)» . ..; et 
celles de ^(/t) s'obtiennent par des différentiations immédiates. Pour 
h -o, la fonction proposée et ses n premières dérivées deviennent 
/\ cj, /'(./•),/"(<«*), ..., /•* (y), tandis <fne les valeurs analogues de 
•;(//). 'f'(/<), 'f (/p\ .... v* (/*) se réduisent respectivement à \ 0) A,, 
Vj, .... V,,. On prendra donc 

\tj) V 0 -f(*u A|‘=/Yjr», Y^/Vyi. .... A /4 —/"(y;. 

D'ailleurs, la différence .:/(.*• ~/i) —»(/#) aura pour dérivée 
/" f.r — h) —A ny ou f n (y -- h) — / n t.r), car la dérivée 


n 




u îim<i ,| u polynôme est constante; et la formule (8) donnera 


/,» 

h ) ou J\x - h* — vt h i * ;■ - [/ « <•/*•- 0 //1 —/ « fy )). 

Désignons par H ft ce reste, ou tenue complémentaire, qui doit 
être ajouté au développement obtenu ç. (//) du degré pour re¬ 
composer la fonction /Y ,r y //), et 11 viendra les deux formules 

.... 4 //* h n 

{I tu for -ht -./(./'» - / <,/*i / <.ri ... 

* * ’ r ' i. < ■ 


Ml» 




/<' 


,)h ' S"'-r‘l- 

La première est appelée formule fie Taylor : sou second membre 



CAS or LES ACCROISSEMENTS A SO\‘l l'f.TUS, 


- w 

* fl 


devient la série de Taylor quand or y fait grandir n indéfiniment 
H que B rt tend vers zéro, La deuxième fournit une expresidon très 
simple de ferreur R tf que l’on commet sur fi.r -f- //) en arrêtant à un 
certain terme le développement de la série. Dan* le ca» n n. i, qui 
nous a servi de point de départ, cette expression se réduit Lien à 
M.A r -1“ — .AAI» comme l'indiquait la relation fondamentale 

de la page 35 . 

Les seules conditions qu'il ait fallu admettre, relativement à la 
fonction <j»(A) — /(./* --- h )- ■- v(/i) K pour établir la formule ( i r ) de ft„. 
ont été la continuité de celte fonction et de ses « première- dérivées, 
dans tout l'intervalle compris entre la valeur zéro de A et sa valeur 
actuelle. Or ces conditions seront satisfaites si, d'une part, le poly¬ 
nôme o(A) est continu, ce qui exige que A 0 , A», V a , .... Y*. ou /(jr), 

/<*),/V)./ (wi (« r b n’aient pas leurs valeurs infinies, et, d'autre 

part, si les fonctions /(.r -- A ),/’ |.r -- /#> K f\.r -*■- A)__ 

ne cessent pas elies-même* d'ètre continues entre les valeur*» extrême* 
.r et ,r 4 - A de leur variable. 

Alors, en considérant spécialement les très petites valeurs absolues 
de A, le développement obtenu exprimera la décomposition de 

JM * 

/( .r 4- /<) en éléments, /t .r), * /*, i-ÜL* /,». d'un ordre de pe- 

I l t îî 

titessc de plus en plus élevé. Par conséquent, la série convergera 
très vite : le rapport d'un terme au précédent (abstraction faite de ceux 
qui seraient identiquement nuis) \ contiendra le facteur A et sera 
comme infiniment petit. Mais, de plus, elle convergera bien vcr> 
/‘(.r-r A)î C£ *r on voit, par le second membre de (n), que le rapport 

du reste l\ n au dernier terme employé •——— /* " [.r) égalera le 

. . . . f f*'K*r OA i -- t’ n '{.r\ . , ... 

quotient, évanouissant avec A, ‘-^ *-- . dont le dm- 

f n K^) 

dende est l'accroissement de la fonction continue f :n ' (.r) pour le trè* 
petit cliangement ft A de la variable, et dont le diviseur f n \x) y indé¬ 
pendant de A, diffère de zéro si l'on admet que le dernier terme en 
question auquel on s'est arreté en diffère lui-mème. 

La continuité de la fonction f et de ses dérivées étant admise, il 
faudrait donc, pour que/(.r -f- A), lors d’accroissements A très faibles, 
échappât au développement par la série de Ta\W, que les dérivée* 

successives f\x b / v (.r), /’"(•*') .jusqu’à l'infini, fussent nulle* 

pour la valeur particulière .r choisie. Alors la formule (io) ne trou¬ 
verait, pour ainsi dire, rien à extraire de la quantité /{-r- - A), ou. 
du moins, de sa partie variable /{.r -*■ A ) — Cîl ^ celle-ci, réiluc- 
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(ibieà R* - -/w(j*+ dA), où /£»<(>-*-#/*) tendrai! ver» 

^t ro avec A quelque grand qu'on prît n , serait d’un ordre infini de 
petitesse en Â. En d'autres termes, la quantité/(.r A ) varierait plus 
lentement en fonction de A, dans le voisinage de h o, que toute 
puissance de A, et, par suite, sa marche à ce moment ne comporterait 
pas d’expression algébrique approchée. Cauchy a donné comme 

exemple d’une telle fonction l’exponentielle y e dont i! a été parlé 
tout à l'heure et qui, pour j r -- o, présente un contact d'ordre infini 
avec la fonction constamment nulle y -- o* Cette exponentielle, si Ton 
v compte les accroissements A à partir de la valeur zéro de x, échappe 
donc, grâce à son extrême petitesse dans le voisinage, au développe¬ 
ment par la formule de Taylor» et même à tout développement suivant 
des puissances quelconques de A, eussent-elles leurs exposants frac¬ 
tionnaires. 


À part une aussi rare exception, les formules (10) et (t i) rempliront 
ainsi parfaitement le but qu’on se proposait dans le cas de petits ac¬ 
croissements A. Mais, en outre, leur démonstration n’ayant exigé au¬ 
cune hypothèse restrictive touchant la grandeur de A, on s'en servira 
pour développer/*(*c — A) en série, toutes les fois qu’il sera possible 
de prouver l'évanouissement de R# à la limite n — oc. 

C'est ce qui se fera notamment, par la formule (n), quand les dé¬ 
rivées, supposées d’ailleurs continues, de/(.r-r A), ne grandiront pas 
indéfiniment à mesure que leur ordre s'élèvera; et alors, quelque 
grand que soit /i, le développement en série sera légitime. En effet, 
le facteur f {n) ( Je -r-6A) — dans (n), ne dépassant pas une 

certaine grandeur, il suffira, pour que R„ tende vers zéro, que le pro¬ 


duit 


h n 


, - v tende lui-mème. Or c’est bien ce qui a lieu; car, si 

i.a.3.../t - 

p désigne un nombre entier supérieur à A, ce produit peut toujours, 
pour /« assez grand, s’écrire (—ï^)(^7 *" ~)>et,d’une 

part, le facteur fini —— n’v varie pas avec /#, tandis que, d'autre 

1*2.3 .♦./> * r * 

part, le facteur - *-- .. • - > évidemment inférieur à / —^ * * 

1 * p !/>-:-* n \p- -i/ 

tend vers zéro comme les puissances successives de la fraction pro- 

r rement dite - ** * 

p ! 

banni les fonctions comprises dans ce cas de convergence, ou dont 
les dérivées ne grandissent pas indéfiniment â mesure que leur ordre 
élève, il importe de remarquer les trois fonctions fondamentales e* r , 
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cftsjpy sin.r, qui se reproduisent sans fin par une ou par plusieurs dif¬ 
férentiations. Nous verrons bientôt <u° 03 ) quels développements elles 
donnent suivant les puissances, par exemple* de xi et nous trouverons 
ainsi, notamment, les expressions en série de oos# et de sin.r annon¬ 
cées à !a page (h, après le titre du n° 21*. 


îH. — Formes du reste dues à Lagrange, à Cauchy et à M. Roche. 

D'autres cas de convergence de la série de Taylor, plus particuliers 
et plus délicats à reconnaître, exigent parfois remploi d’une forme du 
reste !\ n , due à Cauchy, un peu moins simple que (i i), et, à ce pro¬ 
pos, il y a lieu d’étudier un instant les expressions les moins com¬ 
plexes que peut recevoir R rt . Nous admettrons, dans ce but, la con¬ 
tinuité non seulement des fonctions/,/',/*, ..../" 5 » mais aussi de 
la dérivée suivante f ' n * r i entre les deux valeurs x } x -r* h de la va¬ 
riable. 

Et, d’abord, cette hypothèse permettra de pousser le développe- 
ment, dans (10), jusqu'au terme — ; —-—-■ ■ — ; ce qui in- 

iroduira un nouveau reste R„-h exprimé, d'après (u), par 


A*-*-» 

!.a. 3 .T 7 (n^-1) 


l/^'O -f* OA) — / 


avec une valeur de 0 différente, bien entendu, de celle que contient 
l'expression (i i) de R*. 

Or le reste précédent R* représente évidemment la somme du nou¬ 
veau terme et de R n4 .iï en sorte qu'on a 


‘«> R *=“ 

Telle est la forme du reste, simple transformée ou application de 
(u), comme on voit, qui, trouvée par Lagrange, a été la première 
connue. 

Lorsque A est fort petit, on peut généralement y remplacer, sans er¬ 
reur appréciable, h- OA) par/^ n (.r), tandis que,dans(n), 
la petite différence, /*W(.r + OA)--/"'(•*)* dc/<"'(.r), se trouve, en 
même temps, réductible au produit de la dérivée /- IM " n (.r) par l’ac¬ 
croissement OA de la variable. Alors la comparaison des deux valeurs 

(i i) et (ta) montre que Ton a, dans (i i), 0 Ainsi, la fraction 

de l'unité appelée 0 clans (il) ne prend pas indifféremment, suivant la 
nature de la fonction, des valeurs quelconques entre zéro et i, du moins 



SKftff: de T.ivi.on : Foioirms Dr nuftïK 


i 5 * 


iors^ue h est fort petit ; car elle tend, en général, vers —* — quand h 

s approche de zéro. Dans le cas le plus simple, qui est celui de n “ i, 
où l'ensemble des deux, formules (ro) et (r i) équivaut à la relation fon¬ 
damentale /(.*-- // ) : hf\x-~ 0 /t), ü vient 0 J ou, en di¬ 

visa nt par //, 


(rt) 


(pour h très petit> 


fi:r --*/#> - "ftT I 

h 



.Mais passons à la forme de H rt trouvée par Cauchy. Pour l'obtenir, 
observons que le second membre de (10), moins le dernier terme K„. 
exprimerait /{je -r h) si la dérivée f n + v > était identiquement nulle; 
ce qui réduirait à zéro le second membre de (n). Alors la somme 


(‘il fi r ) -- / "( * > 


h" 


i 3.. .n 


J u y r », 


égalant f{x ~r-A), dépendrait uniquement de la valeur finale u-h/i, 
que je peux appeler X, de la variable, et non pas de sa valeur initiale 
■o, au moyen de laquelle s'exprime d'ailleurs la différence h = X — *r. 
Donc, en appelant F(.r) celte somme ( r .J) où. r sera considérée comme 
une variable, c'est-à-dire en posant 


(i5) 


/ 


\ — r 


é V — .r »* 
1.2 


/V..I 


( X — .r I" 

i, jii 3,* i i% 


f n («»*». 


on peut être assuré que la dérivée F\j?) s'annulera dès qu'on aura 
id»mtiquement/ ; *" h, '(.r) o; et, comme la forme même (i.>) de F(,c) 
montre que la dérivée F r (jc) ne contient (jue dans un der¬ 

nier terme, il est inévitable, pour que l'annulation de ce dernier terme 
entraîne celle de F\./.*), que tous les termes précédents s'entre- 
détruisent, quelle que soit la fonction /(,r). Effectivement, si loti 
dilférentie en x le second membre de (j.j), chaque terme de la forme 

7~T_ï-— f ■"*•(£) donne pour dérivée, en faisant varier d'abord le 

4 t J f 1 « #fl 

facteur (X - ,r) m , puis le facleury* wî (,r). 


m(X —.r) m * 
1.2.3.../» 




( X —-.r >m 
1.2.3.. >m 




expression dont la première partie détruit la deuxième provenant de 

la différentiation du terme précédent — •- -- • ■■ f m ~ x H.r). Gomme, 

1 i. 2. i .. * m * ' 
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d'ailleurs, pour le premier terme f(x r, ou --- ^-- /(.*■), là déri¬ 

vée se réduit à la seconde partie, U ne re>te que la deuxième, de U 
dérivée du dernier ternie, et l’on a bien en définitive, quelle que «oit 
la fonction /( r i, 


... f\ :ri» . , 

!•»./■ ! ' - (ni 

1 »Ü» I# « • /I 


Or, à l'instant où x : Y, F(r) se réduit identiquement, d'après 05 ). 
à/(X), c'est-à-dire à f(jc^-h). Par conséquent, le reste K„, diffé¬ 
rence entre f(x h) et l'expression C14)> n P as autre chose que 
l'accroissement Y.) -• F(,r) de la fonction F(,r). corrélatif à l'ac¬ 
croissement X — .r de sa variable, et il vaut, d'après la formule fonda¬ 
mentale du Calcul différentiel, le produit de ce dernier accroissement 
X — x ou A par la dérivée F', prise pour une certaine valeur de la va¬ 
riable, intermédiaire entre x et X:-. ./• -v A, qu'on peut appeler .r ~r OA. 
Cela suppose, bien entendu, la continuité de F(.r ) et de F'(.r), c’est- 
à-dire de la fonction f et de ses n i premières dérivées, entre les 
limites x et x -s- A. Il vient donc, dans ces conditions, 

R« — A I'( jt - 0 /# i, 

c'est-à-dire, vu la relation ( r G l où il faudra remplacer \ par .r -r- A et 
x par x s- Q/i, 

( A — 0 A ) fl .. . 

U7) R,< - . „ hf \r - <\h u 


i.».3.. 


Telle est la forme du reste obtenue par Caucliv. Sa supériorité sur 
(i i), ou sur la précédente (i*), pour prouver, dans les cas où c-est 
difficile à reconnaître, que H# tend vers zéro quand n grandit indéfi¬ 
niment, tient à ce qu'il y paraît en numérateur, au Heu des n facteur' 
A de la formule (i i), ce même nombre indéfiniment croissant de fac¬ 
teurs plus voisins de zéro A - - OA. 

Enfin M. Hoche, ancien professeur de la Faculté des Science' de 
Montpellier, a montré en 1858 que les deux formes du reste trouvées 
par Lagrange et Cauchy étaient comprises dans une autre, beaucoup 
plus générale et presque aussi simple. On y arrive de suite, en conti¬ 
nuant à regarder la valeur finale X ou x~ A comme, fixe, et en met¬ 
tant R ff , pour la valeur considérée, également fixe, de x, sou* la 
forme MA*, c'est-à-dire M(X —.r)*, p désignant un exposant constant 
supérieur à zéro, mais d'ailleurs quelconque. Par conséquent, l'ex¬ 
pression (i^) augmentée de MA* ou. ce qui revient au meme d'aprè* 
(| 5 ), la somme F (.ri-*- M{\ —./■)/’, est une fonction de./- qui. ré- 
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<ft»ite évidemment à F(.r) .^/(X) pour x — \ r , redevient égale à 
/\ X ) quand x, s'éloignant de \, atteint la seconde limite fixe que Ton 
considère : car M désigne justement la quantité qu’il faut pour que 
erla soit. Donc, d’après un théorème de la deuxième Leçon (p. 35), 
la dérivée, F'(.r)— M/>(X — x)p~ l , s’annule dans l'intervalle, pourvu, 
du moins, qu’elle y soit continue comme la fonction; ce qui aura lieu 
si fet ses n — i premières dérivées le sont* En appelant encore x 0/# 
la valeur intermédiaire dont il s’agit, on aura 


d'où 


F'(x 0 A) — Mp(h — hà)P » o; 

Fi* OAi 
p(h— 04)/»“* 


Substituons à F'(x--OA) sa valeur, déduite comme précédemment 
fie (16), puis multiplions par h? pour obtenir M/t* ou R„, et nous au¬ 
rons la formule de M. Roche: 


u8) 


R„-- f *+■' (* 9 h). 

t I .'JL. J, . .fl \p 


Celle de Cauchy, (17), s'en déduit en donnant à p la plus petite valeur 
entière possible t et, celle de Lagrange, (12), en donnant à p la valeur, 

n -r- 1, qui fait disparaître les facteurs A — 6/i» 


95. — Formule et série de tfac Laurin : développements de e-S 

cos* et sin*. 


La formule (10) de Taylor donne celle de Mac Laurin lorsqu'on y 
compte les accroissements A à partir d’une valeur nulle de la variable, 
en prenant ainsi x = 0. Si l’on remplace ensuite h par la lettre * de¬ 
venue disponible, on trouve 


(«9) /(*> --fi «H- ~A 0) - —/'(o) y^s ;~n / ' n)(o) ^* n - 


x n 


Les expressions (ri), (12), (17), (t8) de R, se transforment d’une 
manière analogue. Par exemple, la première, (11), et celle de Cauchy, 
(17), deviennent, l’une, 

(90) R„= . •Ç--1 t/* ! (0J-(O)J, 

l’autre, 

(ai) R. - ( f- 

I 1 Z • d • 1 * /* 


Enfin, le second membre de la formule (19) prend le nom de série 




U>) 
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de Mac Laurin lorsque, en v faisant grandir n sans limite, le reste 
H„ tend vers zéro ; ce qui arrive, naturellement, dans les mêmes cas 
généraux, examinés tout à l’heure (pp. 1^9 et i 5 o), que pour te second 
membre de (10). 

On pourra donc, en particulier, développer par la formule (19) les 
trois fonctions e*, cos#, sin,r, dont les déri\ées successives, savoir c x 

pour la première fonction, -- sin.r, .cos#, sin#, cos#, ... pour la 

seconde et cos.r, ---si»#, cos.r, sin.r. ... pour la troisième, ne 
croissent pas à mesure que leur ordre s'élève. Ces dérivées se rédui¬ 
sant respectivement, pour # * o. à 1, à o, — 1, o, 1, .... et à 1,0, 
—1,0, _il vient 


( >:>. ) 


T 

t' J ' “ | - - 

I 


OOâ J* *■ t - - 


j: 

sin.r 

I 


1.2 

,.3 

1 .2.3 


,?'* ./■* 

1.2 1.2.J 

jr^ 


(.2.3.4 

.1** 

I. 2 . 3.4 * > 


sériés identiques à celles (i 3 ) et (26) [pp. 5 o et a 3 *] quon avait 
obtenues pour ces fonctions, par des procédés spéciaux, dès le com¬ 
mencement du Cours. 

Nous avons déduit la formule de Mac Laurin de celle de Tavior; 
mais on pourrait, à l’inverse, déduire celle-ci de la formule de Mac 
Laurin. Développons, en effet, par cette dernière (19), suivant les 
puissances de #, une fonction de la forme ^(a-i- #), qui, dépendant 
bien de #, peut être appelée /(#). De J (#) r_j x) on tirera, par 

des différentiations successives, /'(a?) • ?'( a æ )'f*( jr ) ( a •*)••• *5 
dVu'i 

/( o > ‘i ( a ), jfi o) - a ), f*\ o ) - a V .... 

/ n \ Ox; {a - 0.r u 

On aura donc, au lieu de (19) cl (20), 

\ jt) = ■ ma )-• -—«-9 « uii— R w . 

t • ‘ I ‘ 7 I .2 ‘ I .2.3. . ./I * 

I r n 

B„ “ , — | a - tir) ■■■ - s. M i<1 >L 

1.2.3. ,./i 1 * ’ 1 

ce qui, sauf les changements de / en de # en a et de /< en #, re¬ 
vient bien à (10) et (ri). Ainsi, les deux formules de Taylor et de 
Mac Laurin ont, au fond, la meme étendue l'une que l'autre; ce sont 
deux expressions différentes d'une seule et même relation. 
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w*- Application de la série de Taylor an calcul le plus approché 
possible des dérivées d une fonction par le moyen de demi on de 
plusieurs râleurs voisines de la fonction. 

(Compléments, p. i i > 4 ). 


07, - Application de la série de Mac Laurin au développement de 
iu- A)»*, c’est-à-dire à la formule du binôme généralisée. 

In des exemples les plus importants qu'on puisse donner de rem¬ 
ploi des séries de Taylor ou de Mae Laurin clans le cas d'accroisse¬ 
ment* h ou .r do grandeur notable e*t le développement, par la for¬ 
mule du binôme, fie («—• A)**,quand l'exposant m cesse détre entier 
et positif. Mn général, ce développement suivant les puissances ascen¬ 
dante* fie h ne reste alors possible, c'est-à-dire convergent, que lors¬ 
qu'on a choisi pour b la plus petite (en valeur absolue) des deux 
parties fie l’expression a -* b; et il est d’ailleurs, conformément à ce 
qu’on a démontré en Algèbre pour le cas de m entier. 


\ (a -r b ) m — a '« - - /f a”* ~ 1 b — m . — 1 a m ~*h * 


( >.5 » 


I 


i i 

m m - - r m — ■> 
i a 1 


A 

m n 


n 


.... 


Seulement m se trouvant soit négatif, soit fractionnaire, aucun de* 
facteurs m, m — f, m — ■*, m — 3 . ... n’est nul et ne fait disparaître 
les termes où il ligure, c’est-à-dire tous ceux qui viennent après un 
certain rang; d'où U suit que l'expression ne se termine plus et cesse 
d'étre un simple polynôme pour devenir une série. C’est l’égalité de 
cette série à (a b) m qu’il s'agit de démontrer. 

Dans ce but, appelant ,r le rapport compris, par hypothèse, 

entre — i et ~ i, mettons la formule (^5 i, en divisant scs deux mem¬ 
bres par f? m , sous la forme 


( >e> i 


i / ... ,n m "f i 

I (i - - r ) m =- i - x — — -,e 3 

} t r a 


m m — i m —>. ta — // * i 

-.— - r — • * * - -r" - 

i a i a 


et voyons si la série de Mac Laurin (iç)), dans laquelle on poserait 
J\.v ) “ (i 4- Jr) rn , ne donnerait pas justement cette formule (16). De 
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i 


/(•*) „ (i t- j?)"\ I» différentiation déduit 

{ fX*) “ (i 

1 7 *i x * :ï /mi /« — 1 )< I -t- .r *, 

* . ... * . 

| J n f y;.' — /«(/« ■ i * . « * i /i* n i >« i - ,*)'« 

(.*• ) - #/h m - j > .., '#u n w \ - • ry* *-»: 

d'où ü résulte, vu d'ailleurs que/*(o) ~ i, 

^ /(o ) -= i , /'(o' m y f-i o j /?ï(/?î — i )* .,.. 

4 

{ / * (oi — /w ( t)t — Il... ! //# — /I | 

et aussi, pour l'appréciation du reste R* par fa formule (21) de 
Cauchv, 

* . . | r -i~ fl / iW" I 

/i«-i , Or) - m(m * î K m — »■...( m — n >--- 

On voit, cl'une part, que ces valeurs, portées dans le second membre 
de (19), donnent bien pour (1 x) m le développement voulu (26), et 
que, d'autre part, l'expression (21) du terme complémentaire Iï„ 
peut s'écrire, en y groupant convenablement les facteurs, 


R„ 






1 



— fl.r\ / m — 9 


,r ■— 0 .r ' / /// — // .r — 0 ./• 

1 — hjr ) ’ ‘ * \ n 1 — Or 


11 suffit donc de prouver que ce reste tend vers zéro quand n grandit 
indéfiniment. 

Et d'abord, le facteur nuc( 1 - 0.r)' rt ~‘ y est compris entre les deux 
valeurs qu'il reçoit aux deux limites 0 ~ o, 01, valeurs qui sont 
w*z\ m jc(i --•r)'"-* et qui se trouvent toujours finies (même la se-- 
ronde, où l'exposant tn — 1 peut bien être négatif, mais où 1 — ./•. 
par hypothèse, dépasse zéro). Ainsi, ce premier facteur n'empèchera 
pas R„ de tendre vers zéro, pour n croissant, si le produit des autres 
facteurs y tend. Or ces autres facteurs sont de la forme 


m — i jr - - 0 r 

i 1 -r- Ô./* 


o 


/ m \ .;r — 0 jr 

" t) ~mrê' 


avec i égal successivement à 1, 2, 3 .//. Dès que «devient as^/ 

j;rand par rapport à /w, leur valeur absolue diffère donc aussi peu 

jr .__ f| p 

qu'on veut de celle de la fraction : -et il est ai>é de reconnaître 

1 i — Oj* 
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douleurs que cette fraction eüe-ftième se trouve toujours comprime 
entre zéro et ,t\ En effet, dans te cas de x positif, la différence, posi¬ 
tive elle-même, j?--*»./■, déjà plus petite que x, devient encore 
moindre quand on la divise par le nombre i • Q.r alors supérieur à 
l'unité. Et, dans le ca* contraire de x négatif, si z désigne sa valeur 

X _ 0 F 

absolue inférieure a t, celle de ' évidemment exprimée par 

# -ibi |*| « 

——ii'l' «'atteint pas qui la dépasse de 

z — 0 z ( Z ~ ■ 0 5^ I ■ ( Z 0 Z ) ( t « I 


i 0 z 


t 0 z 


i 0 z 


«f«antité essentiellement positive. Donc, lorsque i devient assez grand, 
le rapport du facteur — %~~ " a * r ne P 001 l >as > en va ^ eur absolue. 


dépasser i'unité, si ce n'est tout au plus d'une quantité finissant par 
être inférieure à une limite s aussi petite qu'on le voudra. Far suite, 
le produit d*un nombre indéfiniment croissant p de pareils facteurs est. 
en valeur absolue, inférieur à xP ou, du moins, à la puissance p iimi ‘ 
d'une quantité .r(i — s) également comprise entre - i et -v i, puis¬ 
sance qui tend vers zéro. Ainsi R„. produit de pareils facteurs par un 
nombre restreint d'autres facteurs limités, comme -+- Ou?)'*"" 1 et 

m —’ i t — fl# m — a t — 0# m , 

-- - , - - .... ne peut manquer d approcher in 

i t — u zc z i “v v «r 

défimment de zéro quand n devient très grand, et les formules (soi 
ou (26) sont bien démontrées. 

Si on les applique, par exemple, à l'extraction en série des deux 

/ ’* _1 

racines!/-et y 1 — qui peuvent s'écrire (1 — u) , il v aura 

lieu de poser, dans (36), m “ ■ £ et x -- supposé du moins que In 


valeur absolue de u n'atteigne pas l'unité. Les coefficients- 


m — t 


m — n 1 


seront, dans le premier en*. 


1 

a 

et, dans le second, 

1 

3 



'>. n ï 

T/ 7 ‘ ' 

’J 

À fl 


D’ailleurs, tous les termes des deux séries, à partir du deuxième, ><* 
trouveront affectés du même signe; car il s'introduira, de chacun 
d'eux au suivant, deux facteurs de plus précédés du signe savoir. 
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mi nouveau coefficient et Un nouveau facteur x ou -//. Il viendra 
aisément, en donnant au\ résultats les formes les plus svmétrûjuo ; 
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<JK*, — Extension de la série de Taylor aux fonctions de plusieurs 

variables. 
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DIXIÈME LEÇON. 


SI ÏTK DES APPLICATIONS AXALYTIQl'ES UL CALCUL DIFFÉRENTIEL 
THÉORIE GÉNÉRALE DES VALEURS MAYIMA UL MINI.MA DES FONC 
TIOXS; PROBLÈME DE FERMAT, ETE. 


i l — ues maxuna ou des mimma des fonctions et de leurs plus grandes 

ou de leurs plus petites valeurs. 

Klant donnée une fonction d\m nombre quelconque de variables .z\ 
\\ z, ....on dit qu'une de ses valeurs, f(x y y, z. ...), est maxima. 
quand elle dépasse toutes les valeurs voisines j\.r -fi, v-t-/ 1 ,--r- 
obtenues en donnant, auv variables respectives, des accroissements 
positifs ou négatifs //, /,... aussi faibles que Ton veut, mais dont les 

rapports mutuels soient arbitraires. Au contraire, la valeur considérée 
J't * • ’) serait minima , si elle se trouvait plus petite que toute 
valeur Irù* voisine J (.■*■ — h y y -r* X*, s f % ... c Par exemple, un»* 
fonction/(.r) d'une seule variable devient maximum* quand elle e-t 
>ur le point de décroître après avoir grandi, ou que sa valeur actuelle 

/(a) dépasse tout à la fois une valeur précédente très voisine /(.r _ i\ 

et une valeur suivante J{x -h &|); elle devient, de même, minimum, 
quand, au contraire, elle va croître après avoir diminué, ou que sa va* 
leur actuelle est dépassée tant par une valeur précédente /(,*■ — s) que 
par une valeur suivante /(x r- Sj). 

Supposons que PO soit la courbe v -/( r) représentative de la 

Fig. » L 
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fonction : scs muiima <i* produiront j oui- 1 , s \alenrs .»■ r OB', .r —Ob' 
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de ta variable et seront les ordonnées y -, B f B, J) f D; ses minima 
se produiront pour x - OC, ./* - ■ OE' et seront /- CC, y — CE. 

Un minimum peut, d'après cela, se trouver plus grand qu'un maxi¬ 
mum, comme est, par exemple, le minimum KE, supérieur au maxi¬ 
mum B'B; et, de plus, des \aJeurs qui ne sont ni maximum ni mini¬ 
mum peuvent être, soit supérieures au plus fort maximum, comme 
y r-“ G'G par exemple, soit inférieures au plus faible des minima. 
comme est, sur la figure, l'ordonnée négative/*. —OA. 

If arrive assez fréquemment que les variables indépendantes, dans 
la question proposée, n’ont pas à sortir de certaines limites, quoique 
la fonction puisse continuer à exister au delà. Si Ion considère, par 
exemple, la distance d'une origine de coordonnées rectangulaires æ et v* 
aux divers points ( r, y) d'une circonférence de ra\on /• avant son 
centre sur l’axe des ,r. son carré .r 4 -* v* est une certaine fonction de 
.r dont les valeurs utiles tombent toutes entre les deux limites 
.r a zz /*, oîi a désigne I abscisse du centre, puisque le cercle n'a 
aucun point hors de ces limites; et, cependant, d'après réquation 
(«r — <i) s -h v 4 — :/ ,s du cercle, l'expression de ce carré j 4 - r est la 
fonction linéaire r 4 — </ 4 ~ tax, que rien n'empêche de prolonger 
fictivement en deçà de la valeur . a - r f jusqu'à j?- x. et au 
delà de la valeur .r - : a -*■ /*, jusqu'à ,sr ru x. 

Il importe d'observer que. dans de pareils cas, la plus grande et la 
plus petite des valeurs à considérer de la fonction ne sont nécessaire- 
ment un maximum ou un minimum que lorsqu’elles se produisent à 
l'intérieur des limites; de sorte qu'on puisse, sans sortir de ces der¬ 
nières, faire varier très peu, dans tous les sens, les variables indépen¬ 
dantes, de part et d'autre de leurs valeur?» donnant la plus forte ou la 
plus faible valeur cherchée de la fonction. Mais quand, au contraire, 
celle-ci se produit aux limites mêmes, rieu ne dit que la fonction ne 
pi'it pas ou croître ou décroître encore, si l'on venait à en sortir, et la 
valeur cherchée n'est généralement ni un maximum, ni un minimum. 
(Test ainsi que, dans la courbe 1\> ci-dessus, les ordonnées — OA et 
Cr'G, sans être ni des minima, ni des mavima, sont respectivement la 
|>lu* petite et la plus grande des ordonnées comprises entre les limites 
.1* — o et ,r =i OG\ 


On peut donc énoncer le principe suivant, qu'il r a lieu quelquefois 
d'appliquer : La valeur la plus petite et la valeur ta plus grande 
(V unefonction continue doivent tire cherchées, soit parmi scs minima 
et ses tnaæima , soit parmi les valeurs */u'elle prend aux limites de l'es¬ 
pace dans lequel se meuvent ses variables. Si l'on demande, par exem¬ 
ple, la plus courte et la plus longue des «licites qu'on peut mener de 
B. — I. Partie élémentaire. .. 
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l'origine â la circonférence avant pour équation ( x — a )* • y* „ /•*. 
on observera que le carré x* -■,■■■ v s de ces droites» exprimé par la fonc¬ 
tion linéaire, sans cesse variable dans lé même sens, r *--- «- 1 -— i«,r, 
rt‘a ni minimum ni maximum, et que, par conséquent» les valeur* 
demandées sont précisément celles que reçoit la fonction aux deux 
limites x ■ a /* entre lesquelles varie x. 

100. — Théorie générale des maxima et des minima des fonctions 
d'une seule variable : principes de Fermât et de Képler. 

De part et d'autre de la valeur .r qui rend maximum ou minimum 
une fonction y /(x ), celte fonction décroît dans Je cas du maximum 
et croît dans le cas du minimum, de manière à passer deux fois, dans 
le voisinage, par un meme état de grandeur, savoir, pour deux va¬ 
leurs x —- s et x -- t t de la variable, infiniment voisines, et qui sont. 
Tune, x - -s, inférieure, l’autre, x -- s n supérieure à la valeur cher¬ 
chée x. Réciproquement, une fonction donnée /(x) ne se maintenant 
pour ainsi dire jamais constante d’une manière continue entre deux 
valeurs distinctes (fussent-elles infiniment voisines) de la variable, 
l'égalité de deux valeurs successives /(x — z) et /(x s,) de la fonc¬ 

tion est un indice suffisant que cette fonction éprouve, dans Tinter- 
valle, un accroissement suivi de décroissement ou un décroissement 
suivi d'accroissement, c’est-à-dire un maximum ou un minimum. On 
admet, bien entendu, dans le très petit intervalle considéré, la conti¬ 
nuité de la fonction, et sa détermination parfaite, c'est-à-dire l'imité 
de la série de ses valeurs entre /(x — î) et /(x -r 1 1 ). Sons ces ré¬ 
serves, on peut donc énoncer le principe suivant, mis en vue vers le 
milieu du xyh* siècle par le profond géomètre français Fermât et, peu 
après, par Huygens : La valet/r de la variable qui rend maximum 
ou minimum une fonction y “/(x) est celle que comprennent entre 
elles deux valeurs infiniment voisines donnant à la fonction une 
même grandeur . Autrement dit, si, en attribuant à la fonction y une 
suite croissante ou décroissante de valeurs, il arrive que l'équation 
y ~ /(x), résolue par rapport à x, ait deux racines de moins en moins 
inégales, dont la différence tende vers zéro, la limite commune inter¬ 
médiaire x où elles viennent se joindre est la v aleur de la variable pour 
laquelle se produit un maximum ou un minimum, dernier terme de la 
suite croissante ou décroissante considérée des valeurs de y. 

Admettons, par exemple, que l'équation y ./(x) soit du second 
degré en x. Alors l'égalité cherchée des deux racines s'obtiendra évi¬ 
demment en annulant le radical à double signe, de la forme _r: y*f (/)♦ 
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générai*:; principe i>e fermât et i.n keit.er. tnî 

auquel conduit la résolution de celte équation; et !és maximà ou minïma 
de y seront ainsi donnés par la relation o( v)— o. Or x et, par 
suite, ^( r) étant supposés continus» ces valeurs de qui annulent 
rO')> séparent» sur Paxa des r où Ton projetterait les divers points 
de la courbe ‘ "\/Y-c ), les régions dans lesquelles la fonction 

?(f) est positive, et le radical ^ + {y) réel, de celles où elle est néga¬ 
tive et où, le radical \ 9 yv}*y trouvant imaginaire, l'ordonnée ^ ne 
peut se terminer pour aucune valeur réelle de «r, II v a donc, dans le 
cas simple d'une équation en x du second degré, parfaite concordance 
entre le principe général fie Fermât et la méthode donnée spéciale¬ 
ment pour ce cas en Algèbre élémentaire, méthode qui consiste 
à chercher entre quelles limites la quantité sous le radical ne devient 
pas négative. 

Mais introduisons la notion de dérivée dans le principe de Fermât ou 
de Iluvgens, exprimé par la formule f(x — t x ) — fi x — s) ==, o; et ad¬ 
mettons d’abord que la fonction y rr j\x) ait ses dérivées successives 
continues jusqu'à la plus élevée de celles que l'on pourra être appelé 
à considérer. Alors, si l'on fait tendres et, par suite, s, vers zéro, le 

rapport nul •- —- -qui est celui de deux accroissements 

simultanés de la fonction et de sa variable, ne peut évidemment pré¬ 
senter avec la dérivée correspondante /'(.r —s) qu'une différence 
évanouissante, en sorte qu'il vient à la limite f\x) o. Ainsi, la 
pentef'(x) de la Jonction s'annule aux instants de maximum ou de 
minimum; ce que montrent bien, sur la courbe précédente PQ, les 
tangentes menées aux points B, C, D, E. Et, si l'on se souvient d'ail- 


« . . * \v 

leurs que la dérivée f\x) est fa limite de —- ou lim 

JkT 


f(x -4- A.r) — f(ûr ) 


Xr 


son annulation revient à écrire 


Av 


^ une quantité extrêmement pe¬ 
tite e; ce qui signifie qu'au moment où une fonction devient maxi¬ 
mum ou minimum, tout accroissement très petit, positif ou négatifs 
donné à la variable , ne fait éprouver à cette fonction qu un accrois¬ 
sement incomparablement moindre encore ,* ou, plus brièvement, 
qif une fonction na pas de variations sensibles aux environs de ses 
maxiina cl de ses mini ma. 

Sous cette forme un peu généralisée, consistant à écrire /'(.r) — o 
ou A/(.r) îA.r au lieu de A /‘(.r — s) o, le principe de Fermât 
est un îles plus importants de la Philosophie naturelle, et son extrême 
simplicité a clù le faire connaître ou, du moins, pressentir de tout 
temps; mais Kepler parait, le premier, l’avoir formulé assez explicite- 



Ci» mxm\ kt minima dek ponchos* d'une seule variable; 

nient* vers le commencement du xvu ft siècle, pour méfier de lut tfon- 
lier sou nom. Ce principe n'énonce pas d'ailleurs, aussi bien que sou**it 
première forme \f( x — i) — o ou J\x +. s,> =^/(x — è), «ne condi¬ 
tion suffisante de maximum un de minimum, mais seulement une con¬ 
dition nécessaire; car H peut arriver eveeptionneiiemeut, comme au 
point t de la figure ci-dessus, «pie la pente y f de la fonction s'annule 
sms changer de signe, ou «pie ta fonction ne cesse pas soit de croître. 
M»it de décroître, à 1 instant où ses variations deviennent incompara¬ 
blement plus faibles qu ailleurs; et alors cette fonction, ne passant pu> 
deux fois par la même valeur, n'e*t ni maximum, ni minimum. 

Il faut donc, à la condition/\x) ^o, en joindre d'autres pour ex¬ 
primer complètement un maximum ou un minimum. A cet effet, con¬ 
sidérons la dérivée seconde /\.r). Elle est, en général, différente de 
zéro au moment où la dérivée première f'ix) s'annule; et celle-ci, en 
train de décroître quand J ‘"(.r) se trouve négative, en train de 
croître quand /*(x) se trouve positive, passe, dans le premier 
cas, du posiLif au négatif et, dans ie second, du négatif au positif, à 
l'instant où elle est nulle* Donc la fonction proposée f{x) cesse alors 
ou de croître ou de décroître, et l'on a f(x — 5 )</(•*)>/(* n-*t) 
dans le premier cas, /(.r — 1 ) >f{x) </(*r -r- *i) dans le second. 
Ainsi, la fonction proposée /(x), au moment où sa dérivée première 
s'annule, est maximum ou minimum suivant qu'elle a sa dérivée 
second/”{*) négative ou positive , 

Mais qu'arrive-t-il quand cette dérivée seconde f"(x) est actuelle¬ 
ment nulle, comme la première/'( x)*ï Le maximum ou le minimum 
existant à la condition nécessaire et suffisante que la dérivée première 
J\x) passe du positif au négatif ou du négatif au positif et, par con¬ 
séquent, soit dans une période ou de décroissance, ou de croissance* 
cela revient évidemment à dire que la dérivée seconde actuelle¬ 

ment nulle par hypothèse, doit, pour cela, rester ou négative, ou po¬ 
sitive, dans tout le voisinage, c'est-à-dire être elle-même actuellement 
maxima ou minima comme f(x). Donc sa propre dérivée première, 
f ‘\x), doit s'annuler, et sa dérivée seconde,/ tv (x), être soit négative 
dans le cas du maximum ou positive dans le cas du minimum, soit 
maxima on minima elle-même si elle est actuellement nulle. En pas¬ 
sant, daus ce dernier cas, aux dérivées suivantes x) t f"(x) et 
continuant de même, on voit que la question de savoir si la valeur 
considérée de x, racine de l'équation f\x)z=z o, donne un maximum 
ou un minimum de/(.r), sera tranchée pourvu que cette valeur, por¬ 
tée dans les dérivées successives f{x), /"(.r) .11e les annule pa> 

toutes. Alors, en effet, si la première de ces dérivées qui différera de 
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zéro est d'ordre pair, lotîtes les dérivées précédentes* dordre égale¬ 
ment pair, jusqu'à la fonction proposée (qu'on petit regarder comme 
étant sa propre dérivée d'ordre zéro;, seront maxima ou inhuma, sa¬ 
voir maxima quand cette première dérivée différente de zéro m* 
trouvera négative, minima quand elle se trouvera positive. Et si, au 
contraire, la première des dérivées qui différera de zéro est d'ordre 
impair, la dérivée précédente, d’ordre pair, ne sera ni maximum ni 
minimum; ce qui empêchera toutes les dérivées de même parité 
moins élevées, jusqu'à la fonction y(.r) eile-mème, d'être maximum 
ou minimum. 


Comme il a été dit, on n'a pas, d'ordinaire, à consulter d'autre dé 
rivée d'ordre supérieur que la dérivée seconde /'Yjt), et il y a maxi¬ 
mum ou minimum suivant que sa valeur actuelle c*t négative ou 
positive. Le plus souvent même, un simple coup d'œil jeté sur la 
question indique assez, l'existence d un maximum ou d'un minimum, 
et auquel des deux l'on doit s’attendre. H n'y a donc alors qu'à calculer, 
par l’équation /'(.r) r— o, la valeur précise de x pour laquelle il se 
produit, et ensuite sa propre valeur f(-r). 

Mais cela suppose la continuité de la dérivée f (.r). Quand il arrive à 
celle-ci de varier brusquement, il y a lieu de voir si elle ne change pn> 
à ces moments de signe; car il est clair qu'alors, suivant qu’elle passe¬ 
rait, pour des valeurs croissantes de.r,du positif au négatif ou du néga¬ 
tif au positif, la fonction /(.r) cesserait ou de croître, ou de décroître, 
et présenterait un maximum ou un minimum. Le plus souvent, les 
discontinuités d'une fonction comme f(x) tiennent à l'existence, dans 
son expression, d’un dénominateur qui. s’annulant, la rend infinie, cl 
toutes les valeurs de x correspondantes sont données par l'équation 

f\x) ™ ± oo, c'est-à-dire ---rr o. On pourra donc résoudre celle-ci: 

/ K x ) 

après quoi l'on examinera si, pour la racine .r trouvée, la pente /'(.?•) 
change ou non de signe : dans le premier cas, la courbe représentative 
de la fonction (supposée toujours bien déterminée) y /(«**) aura 
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Fig. là. 


Fig. iii. 
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l'une des formes 1 MJ, donnant lieu à l'ordonnée maximum 
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lG*i 

y ~ M" M Ou A. I ordonnée minimum y M r f \ï t : an contraire, dhtit' 
le second cas, fia forme sera comme I1NK mi 1 ( t \ t K 19 et la pente, 
tout en devenant intime en N ou en N,, conservera son signe, de sorte 
que roidonnée correspondante V\, \\ N\ ne sera ni muxima ni inj- 
ii i ma, 

On peut souvent, sans s'iîiqiiiétor de savoir si la dérivée f'(j') est 
continue ou discontinue, et sans mémo former l'expression de J\.V). 
se conLenter d'appliquer d'une (minière purement géométrique la 
régie générale de Fermât, en exprimant sur lu ligure du problème à 
résoudre 1 égalité de de un. valeurs infiniment voisines de la fonction, 
el en tirant de cette égalité quelque conséquence simple qui permette 
de construire le maximum ou minimum cherché. Les deux exemples 
suit unis, auxquels je me bornerai, montreront comment on procède. 


Fie. j 



101. — Premier exemple : distance minimum d’un point à une courbe. 

» 

h tant donnés une ligne quelconque BC, un point A situé ailleurs que 
sur elle et une droite mobile AM, menée de ce point à la ligne BC. 

et définie par Tare BM ~ s qui mesure 
sur la courbe la distance de son extré¬ 
mité variable M à une origine fixe B, on 
demande de construire celte droite dans 
la situation AN où elle est lapins courte. 
Il s'agit donc de rendre minimum la lon¬ 
gueur AM, qui est évidemment une cer¬ 
taine fonction géométrique /(s), bien 
continue, de Vabscisse curviligne s : si. 
par exemple, la courbe BC s'étend à 
1 infini des deux cotes de B el de C, f($) décroît d’abord, à partir 
de l'infini, pour croître ensuite indéfiniment, quand s grandit de — x 
à H-xj et le minimum existe bien. 

Pour le déterminer, prenons sur la courbe, de part et d'autre du 
point N qui le définit, deux points infiniment voisins, m et /«*, teb 
que, en vertu du principe de Fermai, les deux valeurs correspon¬ 
dantes Am et À/»' de la fonction soient égales. La corde infiniment 
petite mm! pourra être confondue, quant à la direction, avec la tan¬ 
gente menée soit en w, soit en N. Or, dans le triangle isoscéle m À/«\ 
les angles à la base m ou m\ compléments de la moitié de l'angle 
infiniment petit au sommet A, ne diffèrent pas, à la limite, d'un 
droit et, par conséquent, les cètés Am, Am', quand ils viennent se 
confondre avec AN. sont perpendiculaires à la tangente en N. Ainsi. 
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la plus courte distance demandée est une normale menée de A à ta 
courbe . 

On démontrerait de môme que, lorsqu'il existe une droite de 
langueur maximum entre un point et une courbe , culte droite 
est normale à la courbe. 

iû2. — Deuxième exemple : problème de Fermât sur la réfraction 
de la lumière ; loi de Vépargne ou de la moindre résistance. 

Fermât, pour se rendre compte des phénomènes de ia réflexion et 
de la réfraction, admit que la lumière, en allant d un point à un 
autre , choisit le trajet susceptible dètre parcouru dans le moins de 
temps possible; et ce principe a été confirmé depuis par la théorie 
des ondes lumineuses. On conçoit, en effet, que, parmi tous les 
mouvements vibratoires envoyé» d*un point û un autre à travers di¬ 
vers milieux ou par diverses voies, mouvements dont le plus ou moi»* 
de désaccord ati point d'arrivée dépend de l'intervalle de leurs départs 
que mesure la différence des temps passés en route, les plus vite venus 
soient les seuls qui subsistent à ce point d'arrivée, ou qui s y trouvent 
en assez grand nombre concordants pour n'ètre pas neutralisés en en¬ 
tier par d'autres de sens inverse ; car, vu justement la quasi-invaria¬ 
bilité, près du minimum, de la fonction exprimant la durée des trajets, 
les mouvements arrivé" par des chemins voisins du plus tôt parcouru 
ont tous exigé très sensiblement le meme temps et sont, par suite, 
beaucoup moins discordants que les autres, ou constituent, dans 1 en¬ 
semble, un groupe dont il subsiste quelque chose apres la neutralisation 
mutuelle de tout le reste de l'ensemble. Aussi sont-ils les seuls qu'on 
observe, conformément au principe énoncé de 1 économie du temps* 
Fermât fut conduit à ce principe simple en remarquant d'abord 
qu'il était vérifié dans la transmission de la lumière à travers un mi¬ 
lieu homogène et dans sa réflexion sur la surface limite d un tel mi¬ 
lieu, cas où, la vitesse de propagation (fonction de la nature du mi¬ 
lieu) étant constante, la durée minimum du trajet corre>pond au 
chemin le plus court en longueur. Or on savait depuis 1 antiquité 
que la lumière, quand elle se transmet à travers un même milieu ou 
qu'elle se réfléchit sur une surface, choisit bien, entre deux point" 
donnés, lun de départ, l'autre d'arrivée, la trajectoire minirna, eon- 
située dans un cas par la ligne droite et, dans l'autre, par une ligne 
brisée dont l'angle a sa bissectrice normale i\ la surface (*). Format 


(») On démontre facilement par ta Géométrie élémentaire, du moins quand In 
surface réfléchissante est plane, que cette lijjne brisée u bien fa longueur mini- 
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♦'‘tendît ensuite, par induction, son posta latum do Teconomiedu temp* 
au phénomène de la réfraction, dans fequelTa lumière passe d'un pre¬ 
mier milieu, où sa vitesse par seconde a une certaine valeur V, à uu 
second milieu où sa vitesse prend une valeur différente Y", et il put 
alors expliquer comme il suit les lois de ce phénomène. 

Soient A le point de départ île la lumière, B le point d'arrivée, 
V et B' les projections de ces points sur la surface de séparation des 

deux milieux, supposée plane, et. par 
Hs. «M- suite, A 1 B' Tintersection de cette surface 

par le plan normal mené suivant À et II, 
^ plan de svmêtrie de la figure que for- 

». . ment A, B et les deux milieux. Tout 

K 

p ~r trajet allant de A à B et qui sortirait du 

# i _jrt - itl B •* # 1 

*i v m v g pian AA'B B' aurait évidemment, dans 

chaque milieu, plus de longueur que sa 
' projection sur ce plan de s\ mélrie. Donc 

v R le trajet de durée minimum v est com- 
pris, et se trouve constitué par une des 
lignes brisées, comme AMB, dont le sommet M est sur A'B\ 
lignes que définit complètement l'abscisse OM ~j? de ce point M, 
comptée Je long de la droite À'B' à partir d'une origine arbitraire O. 
Comme le chemin correspondant AM dans le premier milieu serait 
parcouru avec la v.itesse Y et le chemin MB dans le second milieu 

avec la vitesse Y\ les durées de ces trajets partiels vaudraient 
^2: la fonction continue qu'il s'agit de rendre minimum est donc 

leur somme y^~r -- ~ « On voit de suite que ce minimum existe; 

car, si le point M parcourt la droite indéfinie OB, ou que .r varie de 
— x à oc, la durée du trajet, infinie aux doux limites et finie dans l'in¬ 
tervalle, ne pourra manquer, à un certain moment, de >e mettre a 
grandir après avoir décrù. 

Pour construire la trajectoire AMB telle qu'elle est à ce moment, 

mum parmi toutes colles qui vont toucher ta surface. Il suffit, pour le voir, d uh- 
server qu’elle devient une droite quand on substitue à son premier côté la droite 
symétrique par rapport au plan réfléchissant, tandis que toute autre ligne brisée 
aboutissant aux mêmes extrémités sc change, par une substitution analogue, eu 
une autre ligne brisée menée entre les deux extrémités de la droite précédente et. 
par conséquent, plus longue qu'elle. Du reste, la démonstration par la méthode 
infinitésimale, donnée ci-après pour la réfraction, s’applique sans changement au 
ras de la réflexion. 
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imaginons que l'on prenne de part et d'autre» d'après le principe de 
Fermât, deux, trajets infiniment voisins A//? B, À ni* B, (Légale duré**, 
Abstraction faite de leurs parties pareilles que Fou obtient, par la 
construction des deux triangles isoscèles Am P, Ü/w'Q, en portant 
Am sur Am', en AP, et Bm‘ sur Bot, en BQ, il reste à comparer la 
partie Pm' du second trajet à la partie mQ du premier, pour expri¬ 
mer que la différence des temps, et ? employés à les parcou¬ 
rir, est nulle. L'équation du minimum est donc 

P m* m O 
_ : ♦ 


K\primons-}, en fonction de la variation infiniment petite mné de ia 
variable indépendante, les variations absolues simultanées Pm', mQ 
des deux parties du trajet; et observons, pour cela, que, dans les deux 
triangles mPm', /«'Om, la proportion des sinus donne 


n , , sinPwm' 

Pm — mm -r 


wO ' wi« 


, «in Q/»'/>/ 


sin P ' ‘ «ui* v > 

Il uendra, parla suppression du facteur commun mm\ 


«in Pm />#’ 
V «in t J 


•in ijm'M 
Y Midi 


Or, dans celte relation, les angles P et Q ne dépassent évidemment 
un droit que de la moitié des angles infiniment petits au sommet V, H 
des trirngles isoscèles Am P. Bm'Q; de >orte (jue, à la limite, sinP 
et s in Q se réduisent chacun à Funilé. D'ailleurs, si l'on mène dans le' 
deux milieux respectifs les normales m N, m'Y à leur surface de sé¬ 
paration, et qu’on appelle / et r ce que deviennent les angles Am N, 
Bm'Y à la même limite, où m, m' se confondent et où Am est le 
rayon incident, m'B le rayon réfracté, on aura, toujours à la limite, 
Pmm'- t\ Qm'iM---/*; car les compléments, PmN, Qm'N', de 
P/h/»' et de Qw'/h, seront aussi les compléments de i et /• lorsque !»*' 
bases »iP et Qm' des triangles isoscèles Am P. BQm' prendront 
leurs directions finales, perpendiculaires aux cotés, alors confondu', 
émanés re«pecti\ement de A et B. Ainsi l'équation définitive du mi¬ 
nimum e«t 

«in / «in r «in/ V 

— ' — ou 


'ine 


V 


i et r étant les deux angles dits d'incidence et de réfraction. 

Or on sait que celle formule exprime jugement la loi oxpérimeu- 
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talc de la réfiaefcicm et permet de construire le chemin «pie suit le 
mouvement ondulatoire. 

Le principe do t économie du temps revient sans doute, comme I a 
remarqué Leibnitz, à dire que la lumière se propage toujours suivant 
la voie où elle éprouve le moins de résistance; car il est naturel tic 
supposer la durée du trajet d'autant plus courte que la résistance to¬ 
tale opposée à la transmission est moindre. Il doit donc rentrer dans un 
principe plus général, de moindre résistance ou, encore, de moindre 
action, en vertu duquel les phénomènes se produisent par les moyens 
les plus faciles et s'enchaînent de manière à amener à chaque instant 
ceux qui nécessitent les moindres efforts ou qui. pour un effort donné, 
correspondent aux plus grands effets : principe malheureusement aussi 
vague, dans la plupart des cas, que celui non moins indispensable de 
la simplicité des lois générales, vu que nous savons rarement sur quoi 
la nature fait porter l'économie et la simplicité, ou quelles quantités 
précises elle rend minimum : mais principe néanmoins fondamental, 
utile tant à l'ingénieur qu'au physicien et au naturaliste, comme on 
le verrait par d'autres exemples encore que celui de la lumière, et 
précieux surtout en ce qui! nous revoie dans les faits, plus vivement 
sinon mieux que les autres lois de l'univers accessibles à nos esprits 
et que l'idée simple de loi physique, une Intelligence ordonnatrice, 
ayant avec la notre assez d'analogie pour qu'il nous soit possible de 
saisir quelque chose de sa Pensée, 

100. — Maxima et minima des fonctions de plusieurs variables : 

théorie générale. 


Toute fonction/(.r, r, s) de plusieurs variables devient dépendante 
d'une seule, quand on se borne à une certaine manière, d'ailleurs quel¬ 
conque, d'v faire varier simultanément j?, v 9 - 5 . Si donc une valeur 
particulière /(jp,v, s) de cette fonction est ou moindre, ou plus 
grande, que toute valeur voisine /(x h. y ~* -r* 0» c ^ e sera ou 

un minimum, ou un maximum, delà fonction d'une seule variable ob¬ 
tenue en prenant, par exemple, les accroissements simultanés de 
de part et d'autre de zéro, constamment proportionnels à trois do leurs 
valeurs, choisies à volonté, /*, À, /. Pour fixer les idées, appelons t 
une variable indépendante auxiliaire, 11 , K. L trois coefficients finis, 
tels, que l'on ait. pour une certaine valeur très petite de t . H t 
Yit~rzk,Lt-^-l\ et la fonction de /exprimée par/fj'H- H/, jp-f-Kf, shLt) 
sera minimum ou maximum pour / = o si/(;r, y, s) est un minimum 
ou un maximum de la fonction proposée. Il nVst pas moins évident 


i 

i 


i 



IT» 


maxima et Mixnu i>t:s roscriaxs ce plusieurs yarcadles. 

que, s» f à l'inverse, f(x H t T y i- Rf* a -t- Lt), est, pour t •= o, mi¬ 
nimum o» maximum quels que soient les rapports mutuels île H. K, 
I., la valeur /(,r, y. 3t sera oii inférieure ou supérieure à toute*» le> 
valeurs voisines» J\x A, y 4 - /., 5 /K obtenues en prenant pour 
li, K, L les quotients de /#, / par une quantité t du même ordre ch* 

petitesse, et que, par conséquent,/(.r, y. z) <era minimum ou maxi¬ 
mum. Ainsi, chercher les ininitna ou les maxima d'une fonction 
j\x, v, z) de plusieurs variables indépendantes, c est chercher à 
quelles conditions se produit, pour t ---o, un minimum ou un nmxi 
mum des fonctions f(x — lit, r--Kf, s-.-ht) dune seule va¬ 
riable L 

Bornons-nous à l'hypothèse de la continuité des dérivées partielh*> 
des deux premiers ordres de la fonction f( ,r, y* v). et au cas ordi¬ 
naire oii l'existence des maxima et des minima à considérer dr 
f(jc -hII/, y-±- Kt, z —ht) dépend des deux seules dérivées première 
et seconde de/par rapport à /. 

Vu la forme linéaire, en t , des fonctions simples ./* — lit. y — K. t. 
z -h ht entrant dans l'expression de f y ces deux dérivées se formeront 
suivant la règle du n° 58 (p. 112)* 

Et d'abord, d’après le principe de Fermât ou de Kepler, la dérivée 
première devra s'annuler pour t o; ce qui , n'oublions pas de lt» re¬ 
marquer, étend évidemment aux fonctions de plusieurs variables lu 
grande toi de leur quasi-invariabilité dans le voisinage d'un mini¬ 
mum ou d'un maximum . Or cette dérivée première de f en t est 

évidemment, pour t o, îjj Il -h K -p L. L égaler à zéro, c est 

donc écrire, en multipliant par t et rétablissant ainsi h. À, l au lieu 
de Ht, Kt, ht. 


i.D 


dx civ clz 


D’ailleurs les petits accroissements arbitraires, positifs ou négatifs. 
/*, Â\ /, peuvent être aussi bien regardés comme les différentielles de* 
variables indépendantes .r, y, 3; et la‘relation (i) rc\ient à poser 


(*) 


2 *.-® 

dx 


, dv 
dy ‘ 


df 

dz 


dz -- o 


Otl 


df r- O. 


Ainsi, quand la fonction fix^y^s) est maximum ou minimum . 
sa différentielle totale s'annula identiquement pour les l'a leurs 
actuelles des variables. 

Les rapports mutuels de d.i\ dy. dz. dans (2). ou de h. /•. /, dan* 
(1), étant arbitraires» ces relations supposent nul, séparément, chacun 
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de leurs termes, auquel leur premier membre se réduirait « Fan choi¬ 
sissait Paccrofcsemenl correspondant A, A ou l different de zéro et les 
autres accroissements nids, Lï*q nation unique df - o équivaut donc à 
annuler tonies les dérivées partielles premières de y, ou à poser, entre 
le* inconnues r, y, s, le nombre égal de relations 


•1) 



df _ 
dy 


df 

dz 


--- O. 


(/est, par conséquent, ce système ( 3 ) d'équation*, admettant géné- 
lalement pour x, y, ;un nombre fini de valeurs, qu’il faut d'abord 
résoudre quand on traite analytiquement le problème. Après quoi, il 
ne reste plus qu’à chercher si chacun des systèmes ainsi obtenus de 
valeurs rend la fonction y*(.r, y, j) minimum ou maximum, ou ne ht 
rend ni maximum ni minimum. 

D'après la règle simple donnée ci-dessus (p. i( 34 )> on le reconnaît à 
l'examen du signe que prend, pour t -- o, la dérivée seconde Or 

celle-ci est alors ^11 J- -j- K — L /(.r, y, .s), ou bien, en dé¬ 
veloppant et multipliant par /* pour pouvoir substituera IIX, K/, î» / 
le s petits accroissements effectifs A, 4, X, 


< f) 


^ . 

<**•* 


d*/ 


X* - 




7 / 7 ; 


X7 - i -, 


* ... j; —/i/r, 

a z Ujc dr dy 


Appelons A, B, C, D, E, F les valeurs actuelles des dérivées se¬ 
condes respectives, tant directes (en ,r, y, z) qu’obliques (en / et s, 
z et .c, x et v)» de ta fonction proposée /(.r, y, j); et le polynôme 
(4)? dont le signe décide de l'existence du minimum ou du maximum, 
décrira plus brièvement 

<5) AA* -BX* 0X* - - a DX/ - a E M F A4. 


Abstraction faite du cas où l’expression ( 5 ) s’annulerait sans changer 
de signe et où il y aurait lieu de recourir aux dérivées d’un ordre su¬ 
périeur au second, ÎI faudra et il suffira que, les rapports mutuels de //, 
/r, i recevant Loutes les valeurs possibles, ce polynôme homogène du 
necond degré en A, fc t l soit positif, pour qu’il y ait minimum, néga¬ 
tif pour qu’il y ait maximum, tantôt positif et tantôt négatif, 
pour qu’il n’y ait ni maximum ni minimum. En effet, la fonction 
/'(.r t- 1ÏX, y Kx, z f- Lx) sera, pour t = o, constamment minimum 
dans le premier cas, constamment maximum dans le second, et enfin, 
dans le troisième, minimum pour certains rapports mutuels de H, K, 
I-et maximum pour d’au très, ce qui, donnant des catégories de va- 
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htar* f{jc *+* h f y -t- k } c h- supérieures à /{ac f r, z) et d’autres in¬ 
férieures, empêchera tout à la fois /(x, r, dé Ire un maximum et 
d'être un minimum. 

La question revient doue à trouver ce que doivent être les coeffi¬ 
cients A, B, C, l>, K, F du polynôme (Ôj pour que ce polynôme soit 
ou essentiellement positif ou essentiellement négatif. 

A cet effet, supposons-le d'abord essentiellement positif, et cher- 
citons à Je décomposer en une suite de carrés. Comme, parmi les hy¬ 
pothèses que Ton peut faire sur /<, /, /, il y a celle où un seul de ce* 
accroissements, h par exemple, ne s’annulerait pas, le terme A A 2 au- 
quel le polynôme se réduirait alors est tenu d'avoir le signe plus. Une 
première condition est doue A >o; ce qui permet de mettre A en 
facteur commun dan* tous les termes de (ô) où h figure, et de dédou¬ 
bler ainsi l'expression (5 ) en deux parties, dont une seule. 


A [//*- ■>.'h(^k- ^ / ) | 


contient A. Or il suffit d'ajouter à cette première partie, dans la grande pa- 

F K 

renthèse, le carré de j Â*-f- ^ /, expression de même forme en A , / que 

Ja seconde partie, et puis (afin de ne pas altérer l’expression totale) 
de retrancher de la seconde partie le produit de ce même carré* par À, 
pour avoir extrait du polynôme homogène ( 3 j un premier carré*, sa- 
/ F K \ 4 

voir, À( h -t- ^ k-7- ^ l) ; après quoi il reste une expression 

(-?)*-(« ?)*- *(■>-?>• 

de même forme que la proposée ( 5 ), mais avec la variable h en moins. 
Comme, d'ailleurs, quels que soient k et /, le polynôme essentielle- 

F K 

ment positif ( 5 ) se réduit à (G) par l'hypothèse /* —: — -- k — ^ / an¬ 
nulant le carré, ce nouveau polynôme (G) n’est pas moins astreint 
que le proposé* (•>) à avoir toutes ses valeurs positives. L u raisonne¬ 
ment identique au précédent, mais où k jouera le rôle qu’avait //. 

y* 

prouvera donc qu’on doit avoir Ii — > o et permettra d’extraire de 

(G) un nouveau carré en k et /, laissant après lui un nouveau poly¬ 
nôme homogène du second degré, essentiellement positif encore, avec 
la variable k en moins. On continuera de même jusqu’à ce qu’il ne 
reste plus qu’une seule variable cl, par conséquent, qu’un seul terme, 
artèclé du carré de cette variable ou ayant de iubmèiue \vu lu nature 
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supposée positive d# soi» coefficient) la forme voulue. Appelons, pour 
abréger, B f , C\ D'Ies coefficients respectifs figurant dans ^6) et Cr le 

U'* 

coefficient, (V -de/dans l'expression suivante qui sera ici la 

dernière; et le poUuome ( 5 ) aura pris la forme désirée 

i ; » A ( h \ k i\ - B' Ik j { ; /) C*l\ 

On voit, en résumé, que les conditions nécessaires pour qu’il y ait 
minimum de J(jc, y, s) seront les inégalités 

18) A >o, B';, o, C: o. 

on même nombre que les variables elles-mêmes x> y, z. D'ailleurs 
ces conditions seront suffisantes, ou entraîneront l'existence du mini¬ 
mum; car elles feront de l'expression (7), équivalente à (o), une 
Mtmme de carrés, ne s'abaissant jusqu'à zéro que par l'annulation sé¬ 
parée de chaque carré, c'est-à-dire dans la multiple supposition, inad¬ 
missible, 

/ r-r O, k -- jp / — O OU k — O, ft ^ k “ O OU h — O (*J. 

Dans le cas du maximum, on appliquerait les mêmes considérations, 
après avoir changé les signes de l’expression ( 5 ) alors essentielle¬ 
ment négative; et l'on obtiendrait, par conséquent, comme conditions 
nécessaires et suffisantes, les trois inégalités, inverses des précé¬ 
dentes (8), 

* 9 ) A < o, B' < o, C" T o. 

Enfin, si les premiers membres de ces inégalités se trouvaient avoir, 
les uns «les valeurs positives, les autres des valeurs négatives, il est 
clair, par la démonstration même, que la fonction /(.r, y, z) ne se¬ 
rait ni maximum, ni minimum. 


10 i. — Cas particulier de deux variables. 

Étudions en particulier et directement le cas simple d’une fonction 


(*; Cette démonstration lait voir en mémo temps comment un polynôme ho¬ 
mogène dn second fleuré petit, quand il est constamment positif, se mettre sou* 
la forme d’une somme de carrés, forme qu’il faut, dans certaines questions do 
Mécanique appliquée, savoir donner au potentiel d'élasticité d’un solide, fonction 
homogène du second degré, essentiellement positive, des six petite* déformations 
élémentaires du solide à l'cudniit considéré. 
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/(.r, y) «le deux variables. Ce sera, par exemple, l'ordonnée verticale s 
(ou altitude) crune surface, fonction de doux coordonnées horizon¬ 
tales rectangulaires x et y. Désignons, comme clans une Leçon anté¬ 
rieure (p. u 8 ), par p> q, r, s t t scs cinq dérivées premières et se- 
, dz dz d*z d*z d*s 

condes i -7- > -y--» -y —Un aura <1 abord, pour déterminer 
d.r dy dx i drdy dy * 1 

les valeurs de x et de y susceptibles de rendre l'ordonnée maxima 
ou rninima, les deux équations p-~: o, c/~ o, qui expriment, con¬ 
formément au principe de Fermât, raunulation de la pente \ p* -- y 2 
de la surface aux points considérés (*). Kn outre, l'expression ( 5 ) se 
réduisant ici à rh *-t- asAÂ - -• /X* 4 , ou bien, sauf le facteur positif A 4 , au 
trinôme du second degré *y ' 4 ~ 2.ç v’ -f- r» dans lequel v' désigne le 




rapport entièrement arbitraire ou ^ * ce trinôme, fonction conti¬ 
nue de > aura, pour toutes les valeurs de v\ le signe — ou — de son 
premier coefficient t y s'il ne passe jamais par zéro, c'est-à-dire si les 
racines de l'équation du second degré obtenue en Jannuiaut sont ima¬ 
ginaires, ou que l'on ait 


(ta) 


rt a*> o; 


ce qui fait bien, comme on sait, du premier membre de l'équation, h» 
produit de la somme (le deux carrés par “r* Ainsi, l'inégalité (io> 
constitue une condition commune, nécessaire et suffisante, pour qu'il 
y ait maximum ou minimum. Ouand elle se trouve vérifiée, le produit 
rt des deux dérivées secondes directes, dépassant le carré .v s de la dé¬ 
rivée seconde oblique, est positif, et les deux dérivées secondes di¬ 
rectes ont même signe : il y a donc minimum si elles sont po>itives, 
maximum si elles sont négatives. Lorsque, au contraire, /’ et t ont 
leurs signes différents, ou le même signe niais avec un produit inférieur 
à ,v a , on n'obtient ni maximum ni minimum, la surface ayant ses points 
voisins du proposé (x, y\ 5) les uns, au-dessus, mais, les autres, au- 
dessous de son plan tangent horizontal mené on ( r, v, z) et qui, par 
suite, la coupc. 

Il arrive d'ailleurs souvent, comme dans les cas d'une seule variable 
indépendante, que la nature de la question met on évidence l'existence 
du minimum ou celle du maximum et rond inutile la discussion pré- 


(*) On a vu à la p. 61* (du wmiul laseirulr ) qui: IVxprvsMon \p y- Miroir* 
liien en chaque point ta pente de la surface: t*t ce *era. du reste, démontre au^i 
dans le premier fascicule, au ir UVirmule »*>), 
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cédcntc; en sorte qu’il suffit de détermine», par une applicat ion soit 
“éomélriquc, soit anal i tique, du principe de Fermât, fa situation et 
pui» la valeur de ce minimum ou maximum. C'est ce que je montrerai 
dans la prochaine I -eçon sur quelques exemples, dont les premiers se 
traiteront géométriquement et ks autres ana!\ tiquemcnl. 
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103. Distance minimum d’un point à une surface; distance minimum 

de deux courbes ou surfaces. 

La droite qui joint un point fixe A auv divers points d une surface 
donnée SS est fonction de* deu\ coordonnées indépendantes, ./• et y 
par exemple, de son extrémité située sur la surface. Sa valeur mini¬ 
mum AM s obtiendra, d après la méthode indiquée au commencement 
de l'avant-dernier numéro (p. fjo), en considé¬ 
rant qu'elle e*t également minimum dans toutes 
les fonctions d'une seule variable déduites de 
la proposée par un choix arbitraire de la ma- • 
nière de faire varier simultanément t et r, ma¬ 
nière qu exprimera une courbe correspondante. 

GM B, ou EMD, etc., tracée sur la surface par 
le point M, et représentant en projection sur le ' Vv _. 

plan des <TV la relation voulue entre .v et v. 

Autrement dit, AM sera la plus courte distance du point A à toutes le* 
courbes CB, ED, ... qui *e croisent en M sur la surface, et. vu la pro¬ 
priété démontrée plus haut (p. 167) de cette plus courte distance, elle 
coupera perpendiculairement leurs tangentes issues de M, dont le lieu 
est (p. 90) le plan langent en M à la surface. Autrement dit, la droite, 
mini ma demandée sera une normale menée du point A à la surface. 

Considérons actuellement la droite MM' de jonc¬ 
tion de deux points pris respectivement sur deux 
lignes données AB, .VB\ Si l'on adopte comme 
\ariables indépendantes le* arcs AM — y. Vil':?. s* 
qui déiinisscnl sur les doux lignes le* situations de 
M et M' } la droite mobile MM' sera une fonction, 

/(s, .v'), de ces deux arcs, et le principe de Fermai, 
appliqué à cette fonction en y faisant varier séparé¬ 
ment s ou .v', montrera que la distance minima des 
deux lignes est mesurée par une normale 
D. — I. Pariiv dvmrnf utr. 
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On recoiutaUiah, de même que ta droite la plu» courte menée entre 
une ligne et une «urfuce on entre deux, surfaces o?t une normale com¬ 
mune aux deux ligures. 

H)<>\ — Méthode des moindres carrés. 

i Compléments, p. 

107*. — Exemple de minime obtenus, dans une fonction de deux 
variables, sans qu'on ait besoin de calculer celles-ci. 

» Complément*. i if*.; 

108*. Application à la démonstration dn théorème fondamental 

de l'Algèbre. 

<Compléments, p. i >•»*.) 


100. — Des maxima et des minima relatifs ; règle générale. 

Soit /(,/*, \\ z, //, tj une Ibnctiou de plusieurs variables. Chacun 
de scs maxima et de ses minima étudiés jusqu*ici, ou qui est soit plus 
grand. soit plus petit que toutes les valeurs de la fonction obtenues 
en faisant varier très peu tout autour, mais de toutes les manières 
possibles, les variables .r, v. z. u, i\ s'appelle un maximum ou un 
minimum absolu; «i Ton donne, par opposition, le nom de maximum 
ou minimum relatif à une valeur de la fonction qui est ou plus 
grande, ou plus petite, que certaines catégories seulement de valeurs 
voisines, se succédant avec continuité, à côté d'elle, dans au moins deux 
sens opposés. Imaginons, par exemple, que l'on considère une portion 
plus ou moins étendue de la surface terrestre, et qu'on parte d'un 
col , c'est-à-dire d'un point situé, entre deux montagnes, à l’origine 
supérieure de deux vallées de sens contraires. L 'altitude (hauteur 
verticale de la surface terrestre au-dessus d’une surface horizontale 
fixe) va évidemment en croissant, quand on s'élève de là vers l'une 
ou vers l'autre des montagnes, en décroissant, quand on descend au 
contraire vers l'une ou l'autre des deux vallées : ainsi, elle n'est, sur le 
col, ni un maximum absolu, ni un minimum absolu. Mais elle y serait 
un minimum relatif, si l'on convenait de n'aller, en passant par le 
col, que d’une montagne à l'autre; et un maximum relatif, si l'on 
convenait de se rendre seulement d'une vallée dans l'autre* 

Les catégories de valeurs auxquelles on se borne sont définies par 
les manières particulières dont y varient simultanément .r, /, z, //, r, 
c'est-à-dire par certaines relations entre les variables dc/(«r, v r z , «, r). 
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Pour fixer tes idées, nous supposerons Ce9 retalions au nombre de 
deux, et susceptibles d’ètre prises sous ta forme 


(34 ) u > *‘) “ o> z > u f v) -- <>i 

s r désignant des fonctions continues, et à dérivées premières conti¬ 
nues, de x, y t 5, «, v*. Par conséquent, dès que jst, y, z, //, v change¬ 
ront, leurs différentielles devront elles-mêmes vérifier les deux, rela¬ 
tions zz: o, d'I zrr o, ou 


( 35 ) 



(te , * te . 

~~ au ~ dv =.- o. 

du '*•' 


dv 


d^ . dt, _ 

T du -U UV ” o, 

au ar 


Dans ces conditions. la recherche des maxima et ininima relatifs 
de/(«**> /> «> *’) deviendra évidemment celle de maxima et ininima 

absolus, si, tirant des équations (34) deux des variables en fonction 
des autres, u et r, par exemple, en fonction de x f y, s [ou, par suite, 
de (35), dueldv en fonction de dx, dy, dz], nous imaginons que Ton 
porte ces valeurs de u , r dans l'expression de/', de manière à trans¬ 
former celle-ci en une fonction des trois variables, restées complè¬ 
tement indépendantes, x, y, z. Or, d’après Je principe de Fermât, les 
équations propres à déterminer x, y, z y dans un cas prévu de maxi¬ 
mum ou de minimum, se formeront en exprimant l'annulation, 
quelques rapports qu’aient entre eux dx , dy } dz, de la différentielle 
totale d/y c'est-à-dire en écrivant la relation 


( 36 ) 


dy J ds du dv ’ 


dx 


où il est entendu que du et dv sont les fonctions de dx , dy,dz déter¬ 
minées par les conditions (35). Mous pourrions donc résoudre par 
rapport à du et à dv les deux équations du premier degré (35), puis 
substituer les valeurs ainsi trouvées, linéaires en dx, dy t dz, dans 
(36), et annuler alors séparément les coefficients totaux des trois dif¬ 
férentielles indépendantes dx , dy y dz } pour avoir entre a\ y et js, 
conformément aux indications données précédemment (p, 172), les 
trois équations cherchées. Mais cette élimination de du et dv entre 
(35) et (36) conduit à des équations générales plus symétriques quand 
on y introduit, comme il suit, des inconnues auxiliaires X, p. en meme 
nombre que les équations de condition (34). 

Ajoutons à (36) les deux relations (35), après les avoir respective¬ 
ment multipliées par ces inconnues auxiliaires p, que nous nous 


r8o 
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réservons de déterminer ultérieurement de manière à simplifier le 
plus possible les résultats. U viendra 



Or nous savons que, si les termes en ch\ d\\ dz figuraient seuls dans 
celte relation (3“), nous aurions le droit d'annuler leurs coefficients ; 
et, d’autre part, rien ne nous empêche de faire que ces termes \ soient 
en effet seuls, car nous pouvons disposer des facteurs à et de ma¬ 
nière à faire annuler dans (3^) les coefficients totaux, en même 
nombre, de du et de di\ coefficients du premier degré en X, jjl et 
dont l'annulation ne conduit ainsi qu'à résoudre un système d'équa¬ 
tions du premier degré. Nous aurons donc, en définitive» des équa¬ 
tions de maximum ou de minimum pouvant s'écrire, sous forme con¬ 
densée, 


38 i 


df 


d'z 


UL 


dl 




d\jr, y. s. u , <• i ‘ d\x.y y z, «, v) * d(x t j’ t s, «, v) 


et dont le nombre sera juste celui des inconnues proposées x t y y 
w, v. En les joignant aux conditions (34), en même nombre que 
les inconnues auxiliaires X, ja, il viendra bien un système d'autant 
d'équations que d'inconnues, après la résolution duquel la valeur 
maxima ou minima f(x y v, 3, «, v), supposée prévue (quant à son 
existence), se calculera sans difficulté* 

Or on se serait évidemment trouvé conduit aux équations (38), 
si, toutes les variables x, y, z y «. t> étant censées indépendantes, on 
avait cherché le maximum ou le minimum de la fonction / -i- )/z -+-{*•}, 
formée par l'addition, à la proposée /(•*’, v, s, «, v). des premiers 
membres des équations de condition s. —: o, =. o multipliés par tout 
autant de facteurs constants inconnus X, u, en se réservant de déter¬ 
miner ultérieurement ces facteurs au mo>en des équations de condi¬ 
tion elles-mêmes. \ous pouvons donc énoncer la régie suivante, dite 
règle des maxima ou minima relatifs * dont la démonstration était 
le but que nous poursuivions ici : 

Le maximum ou le minimum relatif d'une fonction J\ dont les 
variables sont liées par des équations de condition s = o, ^ ... o,_ 
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t Ml 

s'obtient en opérant comme quand on cherche un maximum ou mi¬ 
nimum absolu, supposé exister y de l’e.rpression f ■+- /z 4 - ;r!/ — .... 
dans laquelle X, ... désignent certaines constantes à éliminer ou 
à déterminer finalement par les équations même z rrr o, — o. 

On remarquera que, si >., a, au lieu de se prendre constants, 
étaient assimilés, comme x y y , 3 , u % c, à des variables indépendantes, 
il faudrait joindre aux équations (38), pour trouver un maximum ou 
minimum absolu de /-h 4- \x'l t celles que donnerait l'annulation des 

dérivées partielles, ç, de cette fonction par rapport à X et à u; de 
sorte que Ton obtiendrait ainsi toutes les équations nécessaires pour 
calculer se, r, z y //, c, X, ;jl, 3 ' compris même les conditions z~o. 
^rrro. Mais, comme celles-ci sont explicitement données, il n’est pas 
nécessaire de chercher à les obtenir, et l'on peut se borner à regarder 
les facteurs indéterminés X, *jl comme constants* 

110. — Exemple : décomposition d'un nombre donné en parties x,y t z ,..., 
telles, que le produit x^z't .. * soit maximum. 

Comme exemple, cherchons Je maximum relatif du produit (que 
nous bernerons, pour fixer les idées, à trois facteurs) J'-— æ^vbz't. 
où *, 3 , 7 désignent des exposants positifs donnés et x y y y z des quan¬ 
tités positives en même nombre, dont la somme doit avoir une valeur 
connue À. Ce maximum existe bien; puisque, .r, v, 3 étant compris 
entre zéro et A, le produit compris lui-même entre zéro et 

A at ‘*"? + T, reçoit nécessairement une valeur que nulle autre ne dépasse, 
pour des valeurs de x, v, z différentes de zéro, tandis qu'il décroît 
jusqu’à s'annuler si, de part et d'autre de ces valeurs de x* r, z , 
celles d'entre les variables qu'on choisit indépendantes viennent à 
changer dans des rapports quelconques, mais assez pour que quel¬ 
qu'une d'elles s'annule ou fasse annuler la dernière partie (seule non 
indépendante), .r, y ou z } de A. 

11 est évident que le principe de Fermai et, par suite, la règle pré¬ 
cédente, s'appliquent à ces valeurs de .r, y, z qui rendent ainsi la 
fonction f la plus grande possible. Les équations de condition se 
réduisant à .r 4 - v -v z —• A o. nous devrons opérer comme si 
nous cherchions le maximum absolu de J -r- X(.r 4 ~y 4 - z — À); et les 
relations (38) deviendront 

df . ilt h tlf 

”4 • - t. rrr o, — À O, H- A ~ O. 

uc r/y uz 

% 

Elles donneront donc, par l’élimination de X, les équations do maxi- 
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ifcl 

miïm 

( *9 ) 


dx dy dz 


Or, f étant le produit .r*v?sY, ses dérivées partielles sont respective- 
« o , t 

ment ~j> -/. ~f. Par conséquent, si ion supprime de tous les xnem- 

hres de (%) le facteur commun /. qui a sa valeur considérée diffé¬ 
rente de zéro, et qu'on renverse les rapports restants, il vient 


f io) 


.2* 

7 . 


y 5 


Ainsi, le produit x*y$z't est maximum, quand on partage le 
nombre proposé \ en parties j?, r f z proportionnelles respective¬ 
ment aux exposants donnés a, 

Dans le cas particulier le plus simple, celui où * :=r j3 ~ y nz i, l'éga¬ 
lité continue (40) devient x=zvzzz, Donc, pour partager une 
quantité positive en un nombre donné de parties qui aient leur 
produit maximum, U faut prendre toutes ces parties égales entre 
elles 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 1)1. CVI.CIL RlITÉRKXTlKL : THÉORIE 
DU CONTACT DES COURBES PL INES: KTl DE DK LEURS DROITES 
OSCULATRICKS, DE LEUR CONCAVITÉ OU CONVEXITÉ ET * DK LEURS 
POINTS SINGULIERS. 


411. — Aperça des applications géométriques du Calcul différentiel 
en ce qui concerne les courbes planes : triangle infinitésimal. 

Il me reste à exposer les principales applications du Calcul différen¬ 
tiel à la théorie générale des courbes soit planes, soit gauches ou non 
contenues clans un même plan, et à celle des surfaces courbes. Les 
plus simples ont déjà été, ou traitées avec les détails qu'elles méri¬ 
tent, ou du moins indiquées, à propos de la représentation des fonc¬ 
tions et de leurs dérivées. C'est ainsi que, pour nous borner d'abord 
aux courbes planes, une fonction quelconque y d’une seule 

variable, fonction soit explicite, soit implicite ou définie par une 
équation de la forme F(j\ r) — c, nous a conduit, en regardant ,r 
comme une abscisse et y comme une ordonnée dans le plan, à consi¬ 
dérer une courbe qui en dépeint toute la marche, et dont, en parti¬ 
culier, la tangente en chaque endroit (pp. 3t et 4 ;*) représente la 
manière actuelle de varier de la fonction, c'cst-à-dire sa dérivée pre¬ 
mière ou pente, tandis que le cercle oscillateur de la même courbe 
(pp. 66* et 68*) exprime de plus la dérivée seconde de la fonction, 
c'est-à-dire la manière actuelle dont varie sa pente (*). Kl la courbe 
considérée peut être d’ailleurs une courbe plane quelconque, prise 
elle-même, grâce à l'adjonction d'axes coordonnés des ,r et des v. 
comme définition de la fonction y =/(.r). 

Nous avons vu en outre (pp. 4*et 46) comment l'arc ,v de la courbe, 
compté à partir d'un point arbitraire de celle-ci et positivement dans 
le sens des abscisses croissantes, constitue une nouvelle fonction de ,r. 

liée à r, en coordonnées rectangulaires, par la relation s' ~ \ i v' 1 


(*) Celte notion essentielle du cercle oscillateur n’a été dunnéc. il est vrai, que 
dans te fascicule II; mais elle se présentera bientôt. n»»n m»in< naturellement, 
dans ce premier fascicule. 
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existant tiitlfc leurs dérivée*. f'eMe formule a été rthtcmre' connue 
ras parlieidior d*un«; autre, résultant Immédiatement { p. jT»), pour iiiic 
courbe quelconque de l'espace. d'une ligure où l'accroissement très 
petit de Tare, As, susceptible d’éUv curifomlu avec la corde rorrespon- 
daiile, présente connue la diagonale d’un parallélépipède, dont les 
arêtes. dan* les sens des trois axes. sont tes accroissements simultanés 
±a: f Av, A;? tics trois coordonnées. Mais, quand on veut lavoir direc¬ 
tement pour une simple courbe du plan des .rv, la ligure peut être 
réduite au triangle MHM de la page 3o, où, seulement, pour expri¬ 
mer l’intention de passer à la limite, les deux céités MH ~ Xr, 
HM # “ Av, parallèles aux axes. t[r\iennent les deux différentielles </.c. 
dy de l'abscisse et de l'ordonnée, et où, par suite, le troisième cote 
\1M\ corde in 11 ni ment petite, devient à la fois l'élément suivant, */,v. 
de l’arc et le premier élément de la tangente MT. Si les axes sont rec~ 
ta ngu lunes, l'angle H du triangle est droit, et, en observant que 
tangUMM', devenue lang HMT, est la pente de la courbe, le triangle 
donne de suite 


U) 


fVnîi 


tir 


fis - — f/l'i. 


ou bien, par la substitution de rV/j? et de s* dx à tly et à ds* 


ri ) 


Pente =: v\ -v 1^1 v' * 


Le triangle qui a ainsi pour cotés dx, dy , du a reçu le nom de 
triangle infinitésimal : il montre l’élément ds de la courbe dans ses 
rapports tant de direction que de grandeur avec les éléments dx, dy 
des coordonnées, et nous met en quelque sorte sous les veux la loi 
même de génération de la courbe point par point. Barrow, géomètre 
anglais du wif siècle, parait en avoir, le premier, fait un grand usage 
et signalé toute l'importance. 

Nous avons obtenu la tangente et le cercle osculateur d'une courbe 
comme les limites respectives d'une droite et d’une circonférence qui 
auraient avec la courbe le plus grand nombre possible de points com- 
muns, répondant à des abscisses équidistantes dont on fait tendre 
l'intervalle \ers zéro, Nous avons vu qu'il résulte, à la limite, de cette 
communauté de deux ou de trois ordonnées successives dans la courbe 
et dans la droite ou le cercle, l’égalité, au point final de contact, de 
la première, v\ ou des deux premières, y f et v\ des dérivées de l'or¬ 
donnée y par rapport à l'abscisse x, dans cette même courbe et dans 
la droite ou le cercle; et l'on en déduit immédiatement, d’après la 
notion, développée plus haut fp. r.{.>}, du contact de deux fonctions. 



contacts m:s cocniu.* i*ï.a\t:s : i.n:ns f.oxomoxs. 
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que l'orflounée de fa courbe et celle de fa droite nu du cercle en ques¬ 
tion sont deti\ fonctions de l'abscisse avant, pour la valeur de .r qui 
correspond au point commun, un contact du premier ordre au moins 
s'il s'agit de la tangente et du second ordre au moins s'il s'agit du 
cercle. Or on a eu l'idée de gém* rallier ces diicrs faits: et il en c-»t 
résulté une théorie. <lt>s contacts de lignes planes et des courbes osett- 
iatrices , qui est comme le centre auquel se rattachent les autres théo¬ 
ries générales >ur les courbes planes. C’est donc: par l'étude des con¬ 
tacts de courbes et des lignes osculatrices que j'nborderaî une nmuelle 
série de questions. 


1 là. - Théorie générale des contacts de courbes planes : conditions 
et signification d'un contact d'ordre n. 

Soient données, par leurs équation» y -./(.r), Y r- s(.r'j. deux 
courbes AB, AC rapportées à un axe, O.c, d'abscisses .r, et â un axe. 
Oy, d’ordonnées, appelées y pour Tune des courbes et V pour l’autre. 
On dira que ces deux, courbes ont, en un point commun A, ou pour 
la valeur correspondante .r de l'abscisse, un contact d'ordre «. si les 


ris. >j. 



fonctions /(.r), c (a:) exprimant leurs ordonnées y présentent elle*- 
mêmes un tel contact, défini comme il a été fait dans une précéderait* 
Leçon (p. >43), c’est-à-dire si, en donnant à l’abscisse, à partir du 
point commun A (./*, j), un accroissement infiniment petit positif ou 
négatif PQ^ A, et construisant la parallèle indéfinie QB à Taxe des 
y y Y écart sur celte parallèle, BC - des deux courbes, écart égal 
à la différence /(.r r //) - - s(.r -r* h ) de leurs ordonnées correspon¬ 
dantes B( v ) et CQ, est infiniment plus petit que la puissance h '*. 
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de la variation simultanée A éprouvée par l'abscisse, mats n’eU pas 
infiniment petit par rapport à la puissance entière sut vante» A**’ 1 * du 
la meme variation. 

D’après une démonstration du n°fW (pp, 1.44 à i.| 6 ), un tel contact 
d ordre n se produira au./ conditions , nécessaires et suffisantes . 
f/u'ily ait. pour la valeur désignée x de l abscisse, égalité respec¬ 
tive des ordonnées y\ \ des deux courbes et de leurs n premières 
dérivées par rapport à [ abscisse. comparées chacune à chacune . 
avec inégalité des deux dérivées suivantes, de l'ordre n ~r i Î4lme . Au¬ 
trement dit» on doit pouvoir écrire 

_ (Tau point commun \ 
f3) ? 

( y - ^ * y Y, y'-.-.Y* . y* -• Vs 

Et il svifltt. en particulier, que le contact soit du premier ordre, pour 
que les deux, courbes aient même tangente au point commun, les 
coefficients angulaires respectifs y'. YVv confondant. 

D’ordinaire, le rapport de /. à h ‘ + l ne croît pas indéfiniment pour 
h-.o, quanti il v a contact d’ordre n, et l'écart /». o \\fix~hh) —z (>-*-A), 
des deux courbes» est le produit de par une certaine fonction 
'y* 1 h 1 qui. a ia limite h o. reste finie et 11 es’annule pas. Posons ainsi, 
pour toutes les valeurs (petites ou grandes) de h devenue maintenant 
la ^arialde indépendante, /■ — A "- 1 •{»( Ai; et l'ordonnée de l’une des 
deux courbes, de AB par exemple, pourra s’écrire 


ïf .r -/ii - lu* h j. 

Or appelons, d’une part, £ 0 , s,, s 2 , ..., £„, n h~ 1 très petits paramètres 
indépendants, que nous ferons tendre vers zéro, et» d’autre part, 
4>(ur-j-Ai. T(7 m des fonctions do forme variable, mais tendant vers 
<p(j?4-A) et A) en même temps que les paramètres précédents s 
vers zéro; de sorte que lesdeux valeurs. z (x-h h) h- A fl4 **^( A), 

des ordonnées quelconques *(.r-r/t), /{x -- h ) des courbes proposées 
AC, AB, soient les limites respectives des expressions 


( 4 } <P\.r — h s et f l>( r -r- A n- ( h — îu'H A — âj H h — s 2 )• « *(A — ( A). 

Imaginons (pie l’on construise les deux courbes variables dont ces 
dernières expressions représentent les ordonnées et dont les deux 
courbes proposées AC, AB sont évidemment les limites. Comme le 
dernier terme de (4) s’annule pour A s 0 ? — £ i> .... — e„. la seconde 
de ccs courbes variables aura ses n -+• ï points, répondant aux ab¬ 
scisses x -r- A très peu différentes x - 4 - « 0 , , .... x -h e /M com¬ 

muns avec la première tics deux memes courbes ; et leurs pentes, dé- 
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finies par les dérivées de (4) /*» dil^reront d'ailleurs en tous ce* 

points communs, qui seront ainsi des point* d'intersection. Donc, 
deux courbes en contact d'ordre n sont les limites respectives de 
courbes variables , se coupant mutuellement en n -r i points arbi¬ 
trairement répartis sur un très petit espace et qui tendent à se 
réunir en un seul, savoir, au point de contact proposé . D «ne ma¬ 
nière plus brève, on dira qu'«« point de contact de l'ordre n équi¬ 
vaut à n -4 -1 points communs infiniment voisins. 

Réciproquement, quand deux courbes variables , ayant pou/ 
ordonnées, comme les précédentes, des fonctions 4» ( x ) de 

l'abscisse continues et à dérivées des n premiers ordres continues. 
présentent n 4 - r points communs tendant à se confondre en un 
seul, leurs deux limites respectives, dont je prendrai les équation* 
sous les formes y=zf{æ) et Y=e(j?), ont, en ce point unique , un 
contact généralement de l'ordre n . Car, si Ton considère, pour 
chaque abscisse .r, l’écart mutuel X =: F( ./■) — 4* (x) des deux, courbes 
variables, supposées devenues très voisines de leurs limites, cet écart 
s'annule, par hypothèse, n -h i fois sur une très petite étendue : d où il 
suit, d'après le théorème de Rolle (p. 35 }, que sa dérivée première, 
F'(x) — 4>'(.r), S y annule au moins n fois, sa dérivée seconde. 
F^d?) — 4»"(.r), au moins n — i fois, etc., jusqu'à la dérivéequi 
s'y annule au moins une fois. Donc, à la limite, où toute I étendue en 
question se réduit à un point et où cependant, par hypothèse, les 
fonctions F (x). 4*(.r), devenues f(x) t v(x), ne cessent pas d être con¬ 
tinues non plus que leurs n premières dérivées, les n -r ï différence* 
/(,r)_ ? (. r ), f'(x) — ©'(*), oî"-‘(.r) sont milles a» 

point commun; ce qui revient bien à écrire les n 4-1 premières des 
relations (3). El quant à la (« 4 - 2 )*“*% consistant dans l'inégalité 
f<*^>(x) — o /|>+ D(.r) £ 0 , on peut la supposer vérifiée en général 
d'elle-même, vu la rareté de l'annulation d’une grandeur quelconque, 
telle quequand rien n'a été disposé expres¬ 
sément pour la réduire à zéro. Si néanmoins ce cas tout exceptionnel 
se produisait, l'ordre du contact dépasserait le 


413 , — L'ordre d’tm contact est indépendant du choix des axes. 

Comme les deux lignes données, en contact d'ordre n, sont les limites 
de certaines courbes variables dont /1 “t- i points d'intersection tendent 
à sc confondre, et comme, en outre, ces limites de deux courbes se 
coupant coup sur coup n 1 fois ont un contact au moins de 1 ordre n , 
quelle que soit leur disposition par rapport aux axes, sou- l'unique ré- 



î \>rt!V*î K n'iTN' CONTACT N F- DKPES‘I> Kl» W CHOIX f>fS AXKS, 

^orve que le* ordonnées F (;r ), forment deux fonctions continues 
el a // dérivées continues, il en résulte que t'ordre du contact est 
indépendant du choir des a.rcs^ on constitue un caractère inhérent 
nu système des deux courbes . Il ne pourrait, en effet, devenir stipé- 
rienr a n par rapport à certains axes, qu'on supposerait aussitôt avoir 
etc pris comme axe* primitifs des x et des y, sans qu'il atteignit, par 
le lait même, cette valeur plus élevée clans tous les autres systèmes 
d'aves. Aussi avons-nous trouvé fpp. 67* et j 3 * ) que le cercle oseula- 
leur on un point d une courbe restait le même quand l'orientation de** 
axes changeait: et le fait analogue aurait été évident pour la tan¬ 
gente, simple prolongement d'une corde infiniment petite. 

U faut toutefois, a cause de la reserve indiquée, éviter de prendre 
pour axe des ordonnées une parallèle à la tangente commune menée en 
\(p, i 85 ); ce qui, d'ailleurs, rendant infinis, dans les relations (3), les 

coefficients angulaire*/. Y', ainsi que les dérivées «nivantes/, Y T . 

ôterait toute signification précise à ces conditions ( 3 ), Et, en effet, 
avec un tel axe des y. les courbes variables dont AB et AC sont les 
limites se trouveraient évidemment (si voisines qu'on les supposât de 
ces limites) coupées en plusieurs endroits, très près de A, par cer¬ 
taines ordonnées, et en un seul endroit ou pas du tout par d’autres: 
de sorte que les ordonnées ne constitueraient pas, comme on Ta admis 
dan> la démonstration, deux séries de valeurs F(j?), ^(.r) unieptes et 
continues. 

Les raisonnements précédents, un peu sommaires, sont confirmés, 
dans leur résultat concernant la persistance de l'ordre des contacts, 
par une construction très simple. Prenons dans la figure ci-dessus 
(p. 18.)) deux nouveaux axes quelconques O tu r|, Oijq, par rapport 
auxquels les deux coordonnées du point commun À seront x x n. Oj P,, 
fi ~ Pj A ; et construisons, pour Tare A B, déjà considéré, de fane des 
courbes, le nouvel accroissement h x P,Q, de l'abscisse et le noinel 
écart A j^r BC t des deux lignes AB, AC. En général, les deux axes 
^y> L),jq des ordonnées ont une direction différente de celle de la 
tangente commune menée en Y aux deux courbes, et, par suite, une 
direction également différente de celles des deux cordes AB, CC U in¬ 
finiment petites, ou très voisines de leur limite (pour h -. 0) confon¬ 
due en A avec la tangente commune. Donc, d’une part, la corde AB, 
joignant, sous des angles finis, soit les deux parallèles AP et BQ, soit 
Ie9 deux parallèles APj et BQj, est évidemment du même ordre que les 
droites PQ ou /?. et P, ou /*,. qui joignent pareillement, sous des 
angles finis, I tin ou I autre de ces deux systèmes de parallèles: «mi 
sorte que h x est comparable à //. 011 égale le produit de h par un rei - 
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tain nombre a ne tendant pas vers s»:ro ni ne grandissant indéfiniment. 
D'autre part, le rapport des deux, écarts HC, - /*j et BC - /» est, dan- 
le triangle UCC t , celui des sinus de> angles opposés C et C t » sinus de 
grandcui sensible, puisque la corde CC, ne tend pas à se cmilondrc. 
en direction, avec le» parallèles lit,-. lH-j uu\ axe» Oy, OjJ-'j des or¬ 
données : par conséquent, le rapport de /. « 4 / est encore uri certain 
nombre liai comme a, Et puisque Ton a ainsi h x ah, bh\ le- 
*. A . . . b A 0 l. 

rapports > respectivement égaux a — j ~• ~ n c»in- 

narahles à . —-—, sont ou nou infiniment petits en même temps (tue 

* /*« U* 1 

ces derniers* C'est bien dire que le contact atteint précisément 1»* 
même ordre dans les deux cas. 

1U. — Contacts d’ordre pair et contacts d'ordre impair. 

Enfin, ha contacts d 'ordre impair se distinguait de ceux d orthe 
pair par an caractère important : les courbes sy touchent suas m: 
croiser, alors quelles se coupent dans les contacts d ordre pair. 
comme aurait pu porter 4 le penser le fait ordinaire d une simple in¬ 
tersection , qui peut, par extension, être assimilée à un contact dv 
l'ordre pair n ~ o. Cette différence résulte de ce que I ordre du 
contact est le même pour les deux courbe» que pour les deux fonc¬ 
tions y ~f(r), Y ï(j'), exprimant leurs ordonnées, et de ce que 
(p # 147)celle des deux fonctions qui était la plus grande pour les pe¬ 
tites valeurs négatives de h reste également la plus grande, ou devient 
au contraire la moindre, pour les petites valeurs positives de /#. 
suivant que l'ordre est impair ou pair. Celle des deux courbe» qui. 
avant d'arriver au point commun, se trouvait au-dessus de l'autre, 
ou du coté des y positifs par rapport à elle, reste donc encore au- 
dessus après ce*point, dan» le premier cas, mais passe au-dessous, du 
côté des y négatifs, dans le second. Ajoutons que, lorsque l'ordre est 
impair, celle-là des deux fonctions ou des deux ordonnées est la plus 
grande, dans tout le voisinage du point de contact, pour laquelle la 
dérivée \n ■+• yin+v ou par rapport à l'abscisse, est elle 

même la plus grande en ce point, comme on voit par la même démon¬ 
stration (p. uG), où l'excédent, de l'ordonnée dont i! s'agit, 

sur l'autre, a le signe de h a + l t ’* *»>(/*) et est bien alors positif. 

La différence en question se déduit encore de ce tait que les deux 
courbes proposées, en contact d'ordre n, ne peuvent nulle part s'écar¬ 
ter d'une manière appréciable de deux courbes variables dont elle- 
constituent les positions limites, et qui. elles-mêmes, sont â des dis- 
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tances sensibles Lune de-l'antre tant avant qu’après « h i points d'in¬ 
tersection qu elles présentent sur une étendue infiniment petite. Ounnct 
/i est impair, le nombre « -h i des intersections est pair, et chacune 
des deux courbes, traversant et retraversant l'autre un nombre pareil 
de fois, se retrouve, par rapport a elle, lorsqu elle s'en éloigne enfin 
iiutablement, du coté même où elle était avant la première rencontre; 
de sorte que leurs limites, tenues de les suivre d’infiniment prés, ne 
pourront manquer d'être, chacune, tout entière d’un même côté de 
I autre, dans le voisinage du point de contact où seront venus se con¬ 
fondre tous ceux d intersection; et elles ne se croiseront pas. Le con¬ 
traire arrivera si n est pair : car, après les n -i- i intersections, alors 
en nombre impair, chaque courbe restera, par rapport à l'autre, du 
côté où elle n était pas avant de la rencontrer, et il v aura croisement 
définitif, subsistant inévitablement dans les deux courbes limite*;. 


11,1. — Des courbes osculatrices; leur utilité. 

Supposons maintenant qu'on donne une courbe quelconque j* r-..- f(x) 
et considérons, d'autre pari, dans son plan, une ligne variable d'une 
espèce déterminée, ou représentée par une équation d'une certaine 
forme z ( x , y, a* b t c, . avec n i paramètres indétermi¬ 

nés b t c\ ...» comme seraient, par exemple, une droite mobile, 
exprimée par la relation y—-aX ‘—~ o, un cercle d’une situa¬ 
tion et d une grandeur arbitraires, avant en coordonnées rectangles 
i équation — a)* -r- (y — b) 2 — c 1 — o, enfin, pour passer a des 
sortes de courbes moins simples, la conique la plus générale, ex¬ 
primée, avec cinq coefficients arbitraires or, ù , c, d, e> par la relation 
a y 9 2 bxy ~r- cx % -r dy — ex — ï o. On peut se proposer de 
choisir, parmi toutes ces courbes variables v(x } y y n\ b y c, ..rr: o, 
celle qui, pour une abscisse donnée x ) présente le contact le plus 
élevé avec la courbe fixe y car il suffira, pour cela, de 

disposer des paramètres «, b y c, ... de manière que les condi¬ 
tions ( 3 ) d un tel contact soient satisfaites, en égalant d'abord a 
f{x) y pour la valeur assignée de x, l'expression de y que donne l'é¬ 
quation o(.r, y y nr, h, c, ... ) — o, puis à f\x) la dérivée première 
de cette expression, à f\x) sa dérivée seconde, etc. Comme on devra 
poser ainsi n -h i équations avant d'avoir déterminé les n H- i incon¬ 
nues <?, b t c t .s ., la dérivée /t** m *, y in K sera la dernière qu'on éga¬ 
lera, dans la courbe y~/(x) et dans la ligne variable, pour ache¬ 
ver de fixer celle-ci, en sorte que le contact atteindra le /i iAlu « ordre. 
Mais il ne dépassera généralement pas cet ordre; car une coïncidence 



NirfloN ftï I.'TJ MT K DES OüWUN:» «riU.'LAT;îi/:fcs. 


bien extrftordinftirtt pourra»t seule, sans qu'on eût rien fait peur cela, 
amener l'égalité respective, dans le» douv •■f>ui , })o J (fl une ou Mtrloul 
de plusieurs dérivée» suivantes. 

La ligne particulière ^(j?, y , a % b, t\ . .. j ~ o que Ion obtient de 
cette manière, ou qui a en ( jr\ y ), avec la proposée y ~r/< w u le con¬ 
tact le plus intime possible, eu dite, pour cette raison, Yosculatt ice 
de cette courbe au point désigné (x, y)* El ; en etfVt. cesl bien ainsi 
que nous avons déterminé le cercle osculateur (p. savoir, eti 

lui faisant acquérir, avec la courbe y /{•*')* trois points communs 
infiniment voisins, autant qu’il était possible ou qu'il en faut pour dé¬ 
terminer une circonférence ; ce qui nous a donné dans le cercle, à I en¬ 
droit proposé, les memes valeurs respectives de v, y elj" que dan» 
la courbe. Quant à la droite osculatrice, deux points suffisant a la 
déterminer, elle n'était autre que le prolongement d'une corde infini¬ 
ment petite, c'est-à-dire la tangente, et Ton pouvait égaler seulement 
chez elle et dans la courbe l’ordonnée y y avec la pente, définie par 

De meme que, lorsqu'on étudie une fonction dans le voisinage seu¬ 
lement d'une de ses valeurs, la série de Taylor permet de la représenter 
approximativement, quelque compliquée qu'elle >oit, par un simple 
polynôme, d'un degré d'autant plus bas que l'approximation exigée 
est moindre; de même aussi, étant donnée une courbe complexe dont 
on n'aurait à utiliser qu'un assez petit arc de part et d'autre d'un cer¬ 
tain point, ou construira en ce point, et on lui substituera, soit sa 
droite osculatrice, soit son cercle osculateur, soit sa conique oscula¬ 
trice, etc., suivant que la nature de la question rendra tolérables, 
entre la courbe compliquée exacte et la ligne plus ou moins simple 
destinée à la remplacer, des écarts k du second ordre de petitesse, ou 
seulement du troisième, ou même seulement du cinquième, etc., par 
rapport à la distance au point de contact, écarts comparables à h n ~ *. 
« étant l'ordre, t, a, du contact établi, et n -*-t celui, a, 3 , 

5, ...,des paramètres distincts contenus dans l'équation ou de la 
droite, ou de la circonférence, ou de la conique, etc. On voit par là com¬ 
bien peuvent être utiles les courbes osculatrice», et l'importance de 
leur découverte, effectuée par Leibnitz, qui en a indiqué l'application 
au cercle osculateur. 


116. — Rapports d'une courbe avec ses droites osculatrices : convexité, 
concavité et inflexions de cette courbe. 

Soit toujours y= f(*r) l'équation de la courbe donnée, rapportée 
à un système quelconque d'axes rectilignes, et appelons .*q, y t les 



IUITÛKE& k’CNP, CoUi;Ül. AVfcC SA TAXOKNTg : 


coordonnée cornantes, par rapport aux mêmes axes, de sa tangente 
nu droite osctiîatiîce, nfïn de ne pas le* confondre avec celles, x, \. 
du point de contact. La droite avant comme équation y, : a.r,- r 6, 
"O» ordonnée y, a pour dérivée première a et, pour toutes ses déri¬ 
vées suivantes, zéro. Les deux paramètre* a et b devront donc se dé¬ 
terminer de manière que, pour ta valeur x { x de l'abscisse, l'ex¬ 
pression ax x -^ -b, de l’ordonnée, égale y ou fyc ), et, sa dérivée < 7 , 
y' ou f'(x), Cela donne les deux relations a .y\ ax -r b *.■■ y, qui, 
résolues en a, b t deviennent a y , b . y~-y -c et changent bien 
I équation y x aj^-r b de la droite en celle t p. 31 ) de la tangente 
demandée 


X\ “= ra-i-r- y 


y 1 — y - v'\ ./*! — r >. 


La dérivée seconde de I ordonnée au point de contact est, dans la 
droite, zéro, dans la courbe, y ou /"(.r), quantité généralement diffé¬ 
rente de zéro. Le contact ne dépasse donc pas, en général, le premier 
ordre, comme il était évident, et, l’ordre en question étant impair, le* 
deux ligne* se touchent sans se croiser. Celle des deux pour laquelle 
la dérivée seconde de l'ordonnée, zéro ou/"(r), se trouve être en ce 
point la plus grande, est située, par rapport à l'autre et dans tout le 
voisinage du point de contact, du côté des y positifs. Donc, aux 
endroits où l 011 a y* ou /"(•*') - o, comme il arrive, par exemple, en 

\L dans l'arc A.B, la courbe est, par rapport à sa tangente TL ducôté 

Fig. <3. 


des y positifs (ou de la parallèle N y 1 à Oj-), avant par conséquent 
son creux de ce côté, «on bombement du côté opposé des y négatifs : 
»m dit alors qu'elle tourne sa concavité vers les y positifs, sa convexité 
vers les y négatifs, ou qu'elle est concave vers les y positifs, convexe 
vers les jrnégatifs. Aux endroits où l’un a. au contraire, y” ou/\.r)<o, 
comme en AI', la courbe sc trouve an-dessous de sa tangente ou, re¬ 
lativement à celle-ci, du côté des y négatifs, et elle présente sa con¬ 
cavité de ce côté, sa convexité vers les y positifs. 
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Hcstâ le cas exceptionnel où la dérivée seconde/*fjr ïy supposée 
fonction continue de Mammie pour l'abscisse proposée x. Alor<. 
cette dérivée se trouvant avoir la mémo valeur zéro dans la courbe 
(jue dans la tangente, le contact devient d’un ordre plus élevé que le 
premier. ce*t-ù-dire, en général, du deuxième; car ii faudrait de» 
circonstances bien spéciales pour que la dérivée suivante f'\x) s'annu¬ 
lât dans la courbe comme elle le fait dan* la droite, et. cela, à l'instant 
même où déjà s'annule la dérivée deuxième J'yxu \ïkim, aux points 
°“/ (** ) 1 la courbe a. d'ordinaire, avec sa tangente, un contact 
du second ordre, et, comme cet ordre est pair, les deux lignes se 
coupent. Ici coui he y est croiséepor set lointrente . C est ce qui arrive, 
dans l'arc AH, en M'\ oii la tangente est TV. De pareils points sont ap¬ 
pelés poinIs d'inflexion , à cause du changement de sens [dû au change¬ 
ment de signe de J 9 (jc)] qu’v éprouve la concavité, partout opposée à 
une tangente contiguë et» par conséquent, dirigée en sens contraires 
pour les deux arcs M J, M'i adjacents respectivement auv deux ser¬ 
ments ArT" et M"/’ de la tangente. On dit encore que ht courbure v 
change de sens, pour exprimer le brusque déplacement qu'y éprouve 
le centre du cercle osculateur, évidemment situé partout du coté de 
la concavité et qui, par suite. lorsqu'on le construit successivement 
pour les divers points de la courbe eu allant de I vers t\ saute, à 
l'instant où Ton arrive en M\ d'une des deux régions du plan que 
sépare la courbe AB. à Pautrc région. 

11 arrive quelquefois aussi que la dérivée y’\ n’étant pas continue, 
change de signe non en s’annulant, mais en devenant infinie. Alors 
encore il y a inflexion, c'est-à-dire renversement du sens de la con¬ 
cavité, avec croisement delà courbe par sa tangente; niais le contact 
de ces deux lignes ivesl évidemment plus du second ordre; et, par 
suite de la rapidité de rotation de la tangente d’un point nu point sui¬ 
vant (rapidité eu rapport avec la dérivée y" de la pente y ), le ravon 
du cercle osculateur s'annule, de sorte que son centre passe avec con¬ 
tinuité d'un coté de la courbe à l'autre. 

Abstraction faite d'une circonstance aussi exceptionnelle et des cas 
également rares où la dériv ée y* s'annulerait sans changer de siirne. 
les points d’inflexion ne diffèrent donc pas de ceux où la laiizentc. 
qu’on peut prendre pour un cercle de rayon infini, présente, comme 
le cercle oscillateur, un contact du second ordre au moins avec la 
courbe, c'est-à-dire trois poiuls communs infiniment voisins c»u 
mémos valeurs respectives de y, y. y", et devient, en conséquence, 
cercle osculateur en même temps que droite osculatricc. (le -ont. en 
d’autres termes, les points où le rayon du cercle oscillateur e>t infini. 

B. — I, Partie clüttt'nUiirv. . ■ 
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Du rtisite* on le conçoit de suite en observant que l'équation ^' r -o, 
écrite dy' o, exprime, à des infiniment petits du second ordre prés, 
l'égalité de la pente (que définit /') aux deux bouts d’un arc élémen¬ 
taire ds, ou l'évanouissement des changements de direction de la tan¬ 
gente sur cette longueur; ce qui n'a évidemment pas lieu dans un 
cercle tant que son rayon est fini. 

î 17*. - Lieu des points d'inflexion d'une famille de courbes. 

(Compléments, p. 

I j g* , — Des singularités les plus fréquentes dans les courbes planes : 

points isolés: points doubles. 

(Compléments, p. im*.) 


119*. — Suite : Points de rebroussement. 

(Compléments, p. 1 *»«>*.) 

II nous suffira ici de savoir qu’une courbe change parfois brusque¬ 
ment de direction, et que le point où cela arrive est dit de rebrousse¬ 
ment quand le changement égale deux angles droits, anguleux quand 
le changement diffère de deux droits ou ne constitue pas un simple 
renversement de la direction actuelle de la tangente. 


HD*. — De quelques autres singularités, beauoottp plus rares : points 
multiples en général; lignes singulières; points anguleux et points 
d'arrêt. 

(Compléments, p. ifa é .) 


*21*. Application aux courbes algébriques : absence de points 
anguleux et de points d'arrôt dans ces courbes. 

(Compléments, p- xW>*.) 

122*. - Exemples de points singuliers dans des courbes algébriques. 

(Compléments p. » 08 *.j 


123*. — Exemples de points anguleux et de points d'arrêt, dans des 
courbes transcendantes limites de courbes algébriques. 

(Compléments, p. 170*.) 

[2i*. — Propriété des asymptotes des courbes algébriques, corrélative 
de celle qu'ont ces courbes de ne pouvoir présenter de pointa d’arrêt. 
Discontinuités possibles dans les fonctions algébriques. 

(Compléments, p. 
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DU CERCLE OSCILLATEUR) DK LV GOURBI.RK ET DE LA DÉVELOPPÉE 

DES COURBES PLANES. 


123. — Étude générale du cercle oscillateur à une courbe plane. 

Nous n'avons, dans la sixième Leçon (*), considéré le cercle oscil¬ 
lateur à une courbe plane qu'cn vue d'interpréter géométriquement 
la dérivée seconde de la fonction y -- /(jc) représentée par la courbe. 
Il nous reste à l'étudier ici comme étant, après la tangente, le cas par¬ 
ticulier le plus important des lignes oscuiatrices. Appelons .r, y ses 
coordonnées courantes par rapport à un système d’axes rectangu¬ 
laires, JTj, les coordonnées de son centre, R son rayon. Son équa¬ 
tion sera 

u) (r — Ti j* -r- {y — y x )* - R*. 

Différentions-la deux fois en prenant l'abscisse x comme variable in¬ 
dépendante. Si nous supprimons des résultats un facteur commun 2 
et si nous observons, à la seconde différentiation, que, dans le terme 
(y — y t )y f , fourni par la première, les deux facteurs y—y lf / ont 
respectivement comme dérivées y', y", nous aurons, pour calculer ces 
deux premières dérivées de y dans le cercle : 

(a ) X — Tx ■+■ O' — jri )y* = o, !r y * -J- <y — y x \y m ~ o. 

Or observons que, pour une abscisse désignée x, on nous donne, par 
hypothèse, l'ordonnée y, identique à celle,/(x), de la courbe, et au¬ 
tant des dérivées successives y\ y", ... que nous pourrons en prendre 
d'égales respectivement à /'(.**), f'\ a ) > ■. de sorte que les seules 
quantités inconnues ou disponibles entrant dans les trois équations 
(1) et (2) sont alors les paramètres en meme nombre jp u y u R qui dé¬ 
finissent le cercle. La dernière (2) fait connaître y — y t et, par suite, 
y t ; puis la substitution de cette valeur de y—y t dans la première (2 ) 
donne de même .r — ou .i* I} et les expressions trouvées ainsi 


(») Et seulement au fascicule II, p. <i 5 V 



lyft 


• .EIU.LE OSt.t’lAT&lR ES l,N f'OLN t b’t'Nfc ‘-üLlUa. VtA.Nt; 


pour jt — >ij t‘i y— y y changent enfin l'équation (n. par l'extraction 
d'urte facine carrée oii non * pourrons, comme dans la sixième Leçon 
( p. l>6* i, attribuer au raton H le signe de y ff , en celle-ci : 


« i j 


R 


ti r- K 4 I * 


Nous retrouvons de la sorte une expression du raton R d’accord avec 
celle, (-w i, de hou inverse, obtenue par une tout autre voie dans la 
sixième Leçon { p. 70*)* 

La relation i3>, simple combinaison de (1 ) et ( 2). est vérifiée en 
tous les points du cercle quand y’ et y* reçoivent leurs valeurs rela¬ 
tives à cette courbe et variables avec -r : c'est, en d'autres termes. 
I équation différentielle du second ordre commune à tous les cercles 
de même raton. Il s'ensuit que, dans ceux-ci, les valeurs des dérivées 
suivantes y \ v IT , . .. s'obtiendront, à volonté, soit en différend a ni 
la seconde équation ( aj, soit en d ilFé renti au t la relation ( 3 ), c'est- 
à-dire eu égalant à zéro les dérivées successives de l'expression ( 3 ) 
de R. Ainsi, les équations d'où se déduiraient ces dérivées y ", y lv ,... 
dans le cercle peuvent s'écrire 


1 U 


r/R 

7 Ü ” 


d* H 
<*r« 


Or, après avoir déterminé, comme nous l’avons lait, le centre 
(.r,. y t ) et le ravon R du cercle osculateur en (x. y) à la courbe 
Y il reste à cherclier comment nous connaîtrons, dans chaque 

cas, l'ordre précis du contact du cercle avec la courbe, ou quelle sera, 
par conséquent, la première des dérivées de y, à partir de y*, diffé¬ 
rente dans ces deux lignes au point proposé (x, y). En général, ce 
sera la dérivée troisième y" t puisque aucune disposition n'a pu être 
prise pour lui faire acquérir dans le cercle la valeur/^ x) qu'elle a 
dans la courbe. Mais, s'il existe, le long de celle-ci, quelques points 
(.r, y) où la dérivée /"(x) convienne également au cercle, on en sera 
évidemment averti par ce fait, que, dans la première (4), le premier 
membre, qui est une certaine expression en y 1 , y" et ÿ % se trouvera 
nul dans la courbe comme il l'est dans le cercle. Autrement dit, l'ex¬ 
pression de R en fonction de x. calculée dans la courbe par la formule 
( 3 ), aura, en ces points exceptionnels, sa dérivée première nulle. Kl, 
aux mêmes points (x, y), les dérivées quatrièmes y 1 * seront encore 
égales dans le cercle et dans la courbe, à la condition nécessaire et 
suffisante que la seconde relation (4 ) y soit vérifiée dans la courbe. Il 
en serait évidemment de meme pour les dérivées suivantes. 


< 
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Ma is de pareilles concordances ne se produiront que dans des cas 
extrêmement rares; et Ton peut s'en tenir à la première relation ( 4 ), 
exprimant d’ordinaire, d'après le principe de Fermât, que H atteint 
une valeur maxima ou minima au point considéré. Donc, en général, 
le contact d'une courbe avec son cercle oscillateur est du second 
ordre le long de la courbe et du troisième aux points où le rayon 
de ce cercle devient soit plus grand, soit plus petit que dans tout le 
voisinage. 

Il suit de là que, sauf en ces points exceptionnel»' le contact est 
d'ordre pair, et que le cercle y coupe la courbe, comme on le voit sur In 
figure ci-dessous* Or pour tout autre cercle avant, eu M «. r , y), même 
tangente MT que la courbe, le contact serait (vu la valeur différente 
de y* ) seulement du premier ordre, ou non accompagné d'intersec¬ 
tion. Ainsi, l l on peut, en général, faire passer par un point donné. 
d f une courbe un cercle et un seul qui, tout à la fois, l'y touche et Vy 
croise : c'est le cercle oscillateur. Mais il cesse de croiser la courbe 
aux points où son rayon devient maximum ou minimum : et il y a 
d’ailleurs avec elle un contact encore plus long qu'aille tirs, c'est- 
à-dire qu'il s’en tient rapproché beaucoup plus et, par conséquent, 
sur une plus grande étendue. Tout sommet de la courbe ou extrémité 
d'un axe de symétrie se trouve (sauf les cas de discontinuité) au 
nombre de ces points exceptionnels; car il est évident, d'une part, 
que le rayon R, prenant les mômes valeurs de part et d'autre, v devient 
maximum ou minimum; d'autre part, que tout cercle y touchant la 
courbe y a le même axe de symétrie qu'elle et ne peut l'y croiser. 

Pour construire le cercle oscillateur au point quelconque M(jr, r) 
de la courbe proposée AB, il suffira d'y tirer d'abord la tangente 
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MT, qui sera également la sienne, et de porter, «ur la normale, ou 
perpendiculaire correspondante MO, le rayon MC . I» calculé par la 
formule ( 3 ), en le menant du coté qui fait avec la parallèle M \ à 
l'axe des y positifs un angle aigu ou un angle obtus, suivant que la 
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concavité de ta courbe et, par suite, du cercle, est tournée vers les y 
positifs ou vers les y négatifs, c'est-à-dire suivant que la dérivée y* 
commune a la courbe et au cercle à le signe plus ou le signe moins* 
L un ou I autre cas sera, du reste, indiqué par le signe même attribué 
au rayon H, et qui est celui de y* quand on convient, comme nous 
lavons fait, de prendre positivement dans l’expression ( 3 ) de R le 
radical placé en numérateur. Le centre C(jr ( , y,) étant trouvé, il ne 
restera plus qu'à décrire le cercle avec Je raton CM. 

La valeur ^ de R se simplifie un peu en y introduisant la normale 
.\ à la courbe, tirée depuis le point M(.r, y) jusqu’à la rencontre de 
I axe des abscisses je* Nous avons obtenu (p. 127), pour son expres¬ 
sion, ~y\ 1 -hy'*; en sorte que le radical y'i -- y'* représentera le 
rapport de X à y\ si l'on convient d'attribuer à la normale X même 
signe qu'à l'ordonnée y. Et la formule ( 3 ) deviendra 


( 5 ) 


\3 

K “ ~i 
} J y 


12f>* — Détermination géométrique du centre de ce cercle. 

Mais revenons au système des équations (2), qui, en y prenant pour 
x* y, y* et y" les quantités de ces noms relatives au point donné 
M(.r, v) de la courbe y /{x) i nous ont servi à déterminer le centre 
(x l} r,) du cercle: et cherchons à les interpréter géométriquement. 
Souvenons-nous que la seconde de ces équations (2), d'après la ma¬ 
nière dont on l'a déduite par différentiation de la première, aura 
comme premier membre (à des infiniment petits près du second 
ordre), si on la multiplie par rLr, l'accroissement même qu’éprouve 
le premier membre de la première (2) quand et y f v grandissent 
respectivement de d,z\ y f (Lv et y" cl .r, ou encore des différentielles dje, 
dy et dy } relatives au passage du point M de la courbe (figure ci-après) 
à un point M' infiniment voisin. Ainsi, la seconde équation (2), mul¬ 
tipliée par d.r et ajoutée à la première, donne, pour tenir lieu, dans 
le système, de la seconde (a) ellc-rnèmc, une nouvelle équation, ne 
(lifFéranl de la première (2) que par la substitution, aux coordonnées 
,r, y de M et au coefficient angulaire correspondant y'de la tangente, 
des quantités analogues r r tl.r y v 4 - dy y f ~~ dy relatives à M\ Donc 
le système (2) est l'équivalent des équations, de même forme toutes 
les deux, 

( 6 ) -.r,-+- ir ■— V\ il ** — o. .r — d.r —.r y -iy---dy — y{\\ y — dy) “ o, 

prises à la limite, où les termes négligés de l'ordre de d.c~ sont sans in¬ 
fluence par rapport à ceux de l'ordre de dæ que l'on conserve. 
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Or, en regardant les inconnue* Vi comme des coordonnées coin 
rantea, on reconnaît dans la première (6) l’équation classique de la 
normale menée à la courbe en M (*}. Ainsi cette équation exprime que 
le centre ^.7^, ) du cercle osoulaieur appartient à la normale MX» 

Mais la seconde iG) e*l pareillement réquation de la normale M'Ai' 
menée au point suivant M' delà courbe, où j, r,y sont devenus x~rdj\ 
y *+“ dj’y y “H *?y\ et celte équation signifie que le centre {x u y x ) ap¬ 
partient également à la seconde normale. 11 est donc situé à leur inter¬ 
section C, c'est-à-dire à la position limite du point où la normale M\ 
est coupée par une normale voisine M* V s\sn approchant indéfiniment. 
Le système (a), auquel se réduit alors (6), montre justementquecette 
limite existe ou est déterminé*e. 

Ainsi, le centre du cercle oscillateur se trouve à Vintersection des 
deux normales menées à la courbe f l'une au point d'osculation , 
Vautre en un point infiniment voisin . 


127. — De rangle de contingence. 

L’angle MCM' des deux normales infiniment voisines MX, M'Y 
s’appelle Y angle de contingence de l‘arc interseclé Xous 


Fig. j5. 
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le représenterons par e/0. Il vaut Tangle même TAT des deux lan- 


(') C'est, du rc>lc. ce qu'on voit de suite, en observant que la tangente et lu 
normale menées ù !a courbe, au point (x, t*>, en même temps qu'une parallèle 
aux x positifs, et du rùté de ceux-ci, font, de part et d'autre de cette parallèle, 
des angles aigus complémentaires; de sorte que lctir* pentes, tangentes de ecs 
angles et d'ailleurs de signes opposés, ont pour produit — i, La pente de. la tan- 

génie étant y\ celle, ^—- » de la normale vaudra donc te quotient de l'unité par 

X ^ JS 

y*\ égalité qui revient bien ;‘i lu première relation (»>). 


2 {>< > ÀSOLR BE CONTINGENCE ET COUftûLKK 

génie* correspondantes MT> MT, infimvnent petit comme lui et 
ijui, tenu d cire son égal ou son supplémentaire comme ayant se*i 
côtés respectivement perpendiculaires aux sien'*, ne peut évidemment 
qu’être son égal. On le construit d'ordinaire en imaginant en un point 
fkc, à 1 origine O par exemple* une droite mobile O/, constamment 
parallèle à la direction AI J prise à chaque instant par un certain point 
\f décrivant la courbe. Cette droite occupe les doux positions Of, O/', 
parallèles à M T, M'1 , quand le point mobile se trouve respectivement 
en M et en M ; et 1 angle tOV dont elle tourne d’une de ces positions à 
l’autre, évidemment égal à T AT', est l’angle de contingence. On voit 
qu’il mesure le changement éprouvé par la direction de la tangente 
ou de la courbe le long de l’arc correspondant ds, 

bvaluons-le, soit par les normales, soit par les tangentes ou leur** 
parallèles O*. O/'. 

Dans la première manière, le triangle MCM', formé par les deux 
normales et par la corde de l'arc infiniment petit ds y donne la propor- 

. sinCM'U siiiMCM' . f . . 

non gjj—-— ou, apres substitution à chaque terme 

d’un autre avant avec lui un rapport tendant vers funité. 


' a *“ « /.v’ 

Remplace n s-v R par sa valeur ( 3 ), ds pa ts/dje^dv 1 , expression re¬ 
venant à y i -r Y *dx, et nous aurons la formule cherchée 


dO^r- 


-a -- # 

i — y* 


C’est bien ce que Ton trouve directement par la considération de 
l angle xOt, dont dh ou tQ? est la différentielle, .rOf — JtOt >obtenue 
en passant du point M de la courbe au point suivant M', c'est-à-dire 
en faisant croître jp de dx, Effectivement, cet angle xO/ a pour tan¬ 
gente la pente / de la droite mobile 0 / parallèle à MT: do sorte qu’on 
a jcQt “ arc tang y’ et. en se souvenant de la dérivée d’un arc tan¬ 
gente. 


dsxOi ou (70 


dy __ y*dx 
' i— y*' 


Observons qu’en portant dans la relation intuitive (7) l'expression 
(.8) de < 70 , obtenue ainsi directement, et la valeur non moins simple. 

v 1 •+■ de l'arc élémentaire ds . cette formule 17» aurait conduit 

très facilement à l'expression ( 3 ) du rayon du cercle o^culateur. 
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128. - - De la courbure d'une courbe plan e 

L u arc est d'autant plu* courbe, c cst-à-dirc d'autant plus différent 
d " np firoite > qwe s» direction change plu# vite, ou que la tangente v 
tourne d'un angle de contingence d<\ plus grand, sur une longueur 
infiniment petite ds prise la même quel que soit cet arc. El comme, 
dans une courbe donnée, l'angle de contingence croit évidemment 
avec ds y il e*t naturel d’y mesurer la courbure* en un endroit quel¬ 
conque, par ce qu y serait l’angle de contingence, ou le changement 
de direction, te long d'un arc égal à i unité, si, d'un pointa l'autre* 
d un pareil arc, ce changement se faisait aussi uniformément qu’il 
tend à avoir lieu près de cet endroit le long d'un arc de plus en plus 

court, ou qu’il peut être censé se produire le long d’un arc contigu 
infiniment petit ds , En d autres termes, il faudra, comme on dit, 
rapporter le changement de la direction à /’ unité de la longueur 
ds, et prendre pour définition de la courbure d'un arc élémentaire 
ds, ou de la courbe même au point (.r, r ) où il est situé, le rapport 

jp ainsi obtenu. 

La foi mule (7) montre donc que la courbure sera mesurée par 
! inverse du rayon K du cercle o^culateur, et que l’on aura, vu l’ex¬ 
pression (S) de R, 


courbure —: ^ = 


M ~ y* r* 


comme on avait été conduit à l’admettre dès la sixième Leçon ( p.66*i. 
On aurait pu prévoir ce résultat (9), en observant : 1", d’une part, 
que la courbure de la courbe en un point donné r) dépend de la 
manière dont la tangente y tourne, c’est-à-dire non seulement de la 
pente y\ mais aussi de sa rapidité y " de variation, et qu’elle est évi¬ 
demment la même, comme ces deux quantités y, y", dans la courbe 
et -dans son cercle osculateur; v\ d’autre part, que, dans le cercle 
oscillateur où la normale et, par conséquent, la tangente tournent de 
quantités égalés le long <1 ares égaux, la courbure est constante, ou 
exprimée par le rapport du changement total r de la direction après 
un tour complet à la circonférence décrite <ir.\\: ce qui donne bien 
pour quotient l’inverse du rayon R. 

C est parce que le cercle oscillateur constitue, par sa figure même 
uniformément courbe, une représentation très expressive de la cour- 
huie d une ligue au point où on le mène, qu on le nomme aussi cercle 
île courbure, et que son centre et son rayon sont presque toujours 
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appelas centré de courbure rt rayon de courbure de la ligne pro¬ 
posée. 

129. De la développée d'une courbe plane. 

Üü appelle développée d'une ligne plane ABC DK ... le lieu de ses 
centres de courbure V, B', ( 7 , D\ K'. .... ou, par conséquent, des 


Fig. n . 
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intersections successives de ses normales. Cest donc une seconde 
courbe ABC'.... 

lovons dabord comment on en formera l'équation. Celle de la 
courbe proposée étant, par exemple, F(.r,y):=o, et ayant fourni 
par deux différentiations les valeurs de y* et de y* en fonction de x 
et de v, le point (.r,, y t ) delà développée, correspondant au point 
quelconque {.c T y) de cette courbe, sera donné par les équations 
( a), qui, jointes à F(.r. r) = o, forment un système déterminant y, 
x t et y, en fonction de «r. On pourra donc, supposé que Ton sache 
résoudre ce système par rapport à x l et yq après élimination de y, 
construire la développée par points, avec Ffthfcissc .r de la première 
courbe pour variable auxiliaire. Mais le mieux, si l'on veut étudier à 
part la développée, sera d'éliminer x entre les deux relations, de la 
forme jq ~ ©(.r) et y, — *}(.r), ainsi obtenues ou, plus simplement, 
d éliminer .r et y* entre les trois relations du système, en tirant, par 
exemple, x et v des deux équations (?.) en fouction de jcq et de y l% 
pour substituer leurs valeurs dans F(,r, y)r=o. L'équation de la 
courbe proposée donnera ainsi la relation existant entre x l et >q, c'est- 
à-dire r**qnation do la développée. 

Si 1 équation F(j% y)r=o est algébrique, les relations (a) le seront 
également et, par suite, la résultante de F — o et de (*?) en x t elyq ne 
le sera pas moins, d après la théorie de l'élimination outre équations 
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algébriques. Donc, la développée d'une courbe algébrique est algé¬ 
brique elle-même . 

Avant de passer à des exemples de ces éliminations, étudions d'une 
manière purement synthétique les belles propriété* générales de Fa 
développée d'une courbe, découvertes au xvn e siècle par Iluygens. 


130. — Propriétés générales des développées. 
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EH es découlent de deux principales, dont la première s'énonce 
ainsi : Les normales de la courbe proposée sont tangentes à sa dé¬ 
veloppée auæ centres de courbure correspondants , 

Pour le démontrer, considérons non pas, tout de suite, la véritable 
développée, main une ligne continue, c'c»t-à-dire sans point anguleux, 
joignant l'une à l'autre les intersections suc¬ 
cessives À', B', C', D'. ... de normales A.V, F* 

BB'À', CC'B', DD'C. ... menées à la courbe 
en des points À, B, C, D, ... très voisins. 

Lorsque ceux-ci se rapprocheront indéfini¬ 
ment, les normales se couperont, par raison 
de continuité, sous des angles de plus en plus ‘ fc y 

petits, à proportion qu'elles le feront de plus 
en plus près les unes des autres; en sorte : 

que la courbe .VB'C'... aura sa pente gra- ^ D 

duellemont variable, même à la limite, le B * 

long de son arc et admettra, au moins jus¬ 
qu'au premier ordre, dans ses rapports avec toute droite fixe qui la 
couperait en deux points de plus en plus voisins, la théorie ordinaire 
des contacts, donnée à la page 187. Cela posé, chaque intersection, IV 
par exemple, se trouvera très proche du centre de courbure pour le 
point correspondant B de la courbe, centre qui serait sa position limite 
si la normale suivante OC'IV s'approchait indéfiniment de BB'.V, 
Par conséquent, la développée est la limite de la courbe variable 
.VB'C/ .... Or celle-ci possède deux points, tendant à se confondre, 
communs avec l‘une quelconque des normales supposée fixe, BB'À' 
par exemple, savoir A' et B', où se produisent les intersections de 
BB'A' avec les deux normales précédente et suivante. Donc, puisque 
deux intersections pareilles deviennent finalement un contact du pre¬ 
mier ordre ( p. 187), la ligne limite, c'est-à-dire la développée, est bien 
tangente à BIV A' au centre meme du cercle oscillateur pour le point 
B de la courbe proposée. 

On voit par là que, si l‘on prend, sur la courbe et sur sa dévelop- 
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f>ée f les deux arc* correspondants joignant les extrémités en regard 
tle deux rayons <!c courbure, infiniment voisins, de la courbe pro¬ 
posée, Fannie de ces deux rayons, normaux à Tune des courbes et 
tangents à J autre, >era indifféremment l'angle de contingence des 
deux arcs. Ain*î, deux arcs correspondants d une courbe et de sa dé¬ 
veloppée ont môme angle de contingence. 

La seconde propriété générale consiste en ce que tout arc de déve- 
vetoppéc susceptible d’être parcouru, d'un bout à Vautre, par un 
mobile allant vers la courbe proposée , ccst-à-dire dans la direction 
de ses rayons de courbure, a pour longueur Vexcèdent du premier 
de ces rayons, issu du point de départ , sur le dernier , issu du point 
d'arrivée . 

Par exemple, Parc de développée .VG\ qu'on peut supposer dé¬ 
crit, de A' en G', par un mobile dirigé sans cesse suivant le rayon 
de courbure, V A, ou B'B, ou C'C, etc., de la courbe proposée ÀG, 

Pi g. 2$. 


A’ 

i 



égalera la diminution totale, A A — G'G, éprouvée par ce ravon de 
courbure d'un bout de l'arc à Pautre bout. II suffit évidemment, pour 
le démontrer, de prouver que Pun quelconque, CD', des chemim 
infiniment petits parcourus ainsi successivement, a pour valeur la 
diminution correspondante, C'C — D'D, du rayon de courbure. 

C'est ce qu'on voit en projetant, sur le premier, C'C, de ces rayons, 
la ligne mixtiligne CD'DC, aboutissant aux mômes extrémités, et 
formée du second rayon D'D, joint aux deux arcs correspondants, CD', 
DC, qu ils interceptent sur les deux courbes* La partie CD' se projet¬ 
tera sons des angles inférieurs à celui, CED — c/0, des deux rayons et, 
par conséquent, en vraie grandeur, à des infiniment petits près négli¬ 
geables: autrement dit, C D'aura avec sa projection sur C'C un rapport 
tendant vers i, et pourra la remplacer. Quanta Parc DC, il est évident 
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#|ue, projeté sur sa normale C' C »oih îles angles presque droits, il don¬ 
ner» une projection ayant avec lui un rapport évanouissant, on égale 
à une fraction infiniment petite soit de CD, soit même de l are cor¬ 
respondant C r D r de développée. En effet, deux arcs correspondants finir* 
et, par conséquent, comparables, des deux courbes* comme, par exem¬ 
ple, AG et À'G', comprennent un même nombre indéfiniment croissant 
d’arcs élémentaires, tels que CD pour l'une et CD' pour l'autre. Donc, 
le rapport de CD à C'D' est généralement de Tordre de celui de AG à 
A'G' et, par conséquent, fini. C’est bien dire que la projection de DC 
sur C'C sera négligeable devant celle de C D', Hesle à évaluer la 
projection, D'J)x co»CK!) ou DD x cos dû, de la partie rectiligne 
et principale D'D de la ligue mixte, Remplaeons-y cos c/0 par *on 

expression très convergente en série i — ~ ~ .. ., qui. vu la valeur 

I « Jl 

infiniment approchée ou de l'angle de contingence c/0, peut 


a/™ y 

i> n/ 


s écrire i — ~(bd)/ H viendra, pour la projection cherchée 

de D'D, avec une erreur incomparablement plus faible que le second 

terme écrit, la différence D'D — —- ou D'D —CD > —. On 

J-) D 'x 

voit qu’elle équivaut à D'D, sauf une partie infiniment petite de l’arc 
CD ou de l'arc comparable C'D', partie encore négligeable vis-à-vis» 
de C D’. En somme donc, la projection C'C de la ligne mixtiligne 
C'D'DC est réductible â C'D'—D'D. ou la différence C'C—D'D 
réductible à C'D'; et le rapport limite de l'arc parcouru C'D' à la 
diminution simultanée 0 G —-D'D du rayon de courbure vaut bien 
l'imité. 


En appelant H 0 le premier raton de courbure, R un autre quel¬ 
conque de ces rayons, issu du point (,r,, y,) de la développée, enfin 
s t l are intercepté de celle-ci, on pourra donc joindre au st sterne des 
quatre équations (r), (a) et F(.r. v) —o, la cinquième relation 
« 1 = 1 * 1 *-R; et l'élimination, par exemple, de ,r,y, v„ R entre ces 
cinq équations, toujours efTectuabie algébriquement si F(,r, v) est un 
polynôme, donnera entrer et jr t une relation de la forme <p(,r I} .v, > r- o. 
où s sera un nouveau poluiôme quand F(jr.y) en sera un. Donc. 
lorsqu'une courbe est la développée d'une autre algébrique* son 
arc égale une fonction algébrique de ses coordonnées. Aussi la 
qualifie-t-on de rectifiable, pour signifier que »a longueur s'exprime, 
tout au moins implicitement, sous forme finie. 

D'après la démonstration précédente, tant que Tare décrit sur la 
développée ne présentera pas de changement brusque de direction. k* 
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ravoQ H de la courbe proposée ira sans cesse en diminuant» si le mo- 
bile marche, comme nous l avons admis* vers cette courbe, ou en 
augmentant, si ie mouvement se faisait dans le sens inverse, c'est- 


à-dire de G' vers A\ Donc, étant supposé que Jes deux, courbes se pro¬ 
longent sans interruption, le raton de courbure ne pourra devenir 
minimum ou maximum qu'à la faveur d’un point soit anguleux, soit 
de rebroussement, de la développée, comme on le voit par le point A' 
de la figure précédente, où la développée GW se continue vers \J en 
changeant brusquement de direction, tandis que la courbe GA se pro¬ 
longe vers L, Or les deux rayons de courbure de la courbe proposée 
tangents en un point anguleux de la développée comprendraient 
évidemment entre eux une infinité d'autres ravons issus de ce même 


point, puisque la courbe proposée est supposée ininterrompue; et ces 
ravons, n’interceptant qu’uu arc total de développée nul, seraient 
égaux entre eux, de sorte que la courbe donnée s Y réduirait à un arc 
de cercle décrit autour du point anguleux comme centre. Par suite, 
le rayon ne s Y trouverait pas précisément maximum ou minimum, 
mais constant. Il suit donc de là que la développée d'une courbe 
présente un rebroussement au point de départ de chacun des rayons 
de courbure maxirna ou jninima de celle-ci . 


La courbure propre de la développée est infinie en de tels points; 
car, pour un angle commun de contingence dtï des deux courbes qui 
sera du premier ordre de petitesse, le rayon de courbure actuellement 
maximum ou minimum ne variera, d’après le principe de Fermât, 
que d'une quantité d'ordre supérieur, et, celle-ci égalant justement 
l'arc correspondant ds t de développée, si on la prend, conformément à 
la définition de la courbure, pour diviseur de dO, il viendra bien un 
quotient infini. 


i 


13t. — Description d’une courbe parle déroulement de sa développée. 

La deuxième propriété générale, qui fait du rayon de courbure A' A 
(p. ao^) ou, du moins, de son excédent sur G'G» une sorte de déve¬ 
loppement de la ligne A'G', est précisément celle qui justifie le nom 
de développée donné à cette ligne. Jointe à la première propriété, elle 
conduit à un mode curieux de description de la courbe proposée AG 
au moyen d’un fd tendu. 

Imaginons qu'on ait découpé le bord d'un corps plat d'après la 
forme même de la développée, et qtfon ait appliqué ce corps sur le 
plan de la figure précédente, de manière qu'il se termine suivant 
l'arc L'A'G 1 et laisse libre l'espace compris entre cet arc et la courbe 
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proposée LAG. Concevons qu un fil flexible et inextensible .VG'G soit 
lix*' en A , puis, s appuynt sur le corps, suive la développée jusqu'en 
G' et se continue enfin, laugentieJlemenl à celle-ci, jusqu'à son extré¬ 
mité libre G, supposée munie d'un crayon. Cela posé, si Ton tient le 
lii tendu et qu'on fasse mouvoir le crayon de G vers A, il est clair 
qu une partie de plus en plus grande du fi) se déroulera el que. à 
chaque instant, la partie non enroulée sera, par sa tension, maintenue 
tangente a À G ou, par suite, normale à AG. Or cette seconde partie, 
qui aura grandi de tout l’arc de développée ainsi déroulé, de G ? Cpar 
exemple* restera constamment, d'après la deuxième propriété, égale 
en longueur au rayon de courbure de AG qui aura sa direction, c'est- 
à-dire à CC quand la partie déroulée sera G'C'; et, par conséquent, 
l'extrémité mobile du fil, alors en C, ne quittera pas la courbe. C'est 
dire que le crayon tracera celle-ci, GA, d'une manière continue, 
comme il tracerait une circonférence si la développée se réduisait à 
un point. Au delà de A, le fil, devenu A'A, s'enroulera sur la deuxième 
branche A'L' de la développée, et le crayon continuera à tracer la 
courbe de A en L, etc. 

Il reviendrait évidemment ru même d'avoir, au lieu d'un fil, une 
régie constamment tangente au corps figurant la développée, et qui 
roulerait sur ce corps sans glisser, c'est-à-dire de manière que sa 
partie comprise d'un même cèté du point de contact variât continuel¬ 
lement d’une quantité égale à Parc de développée touché par elle. Un 
crayon attaché à 1 extrémité de cette règle, et qui se serait trouvé 
d'abord en G, tracerait sur le plan la courbe G\. 


132. — Des développantes d*une courbe. 

Mais, si l'extrémité mobile G du fil ou de la règle décrit la courbe 
GA pendant que la développée sc déroule ou que la règle roule sur 
elle, quelles courbes les autres points de ce fil ou de cette règle, P par 
exemple, décriront-ils? 

Pour le voir, imaginons qu'on mène de proche en proche, à partir du 
point P (p. 20 . 4 ), une ligne, 1 *... \M, coupant à angle droit toutes les 
normales de la courbe GA. Cette ligne aura donc pour normales celles 
de la proposée et* donnant lieu aux memes intersections successives 
de ces normales, n aura pas d'autres centres de courbure qu'elle, ni 
d’autre développée que la sienne GWl/. Et il suffira de concevoir la 
règle ou le fil terminés d'abord en P, pour que leur roulement ou dé¬ 
roulement fasse tracer à IVxtrémilé mobile, devenue P, la courbe 
P... NM. En conséquence, tous les points du fil ou de son proton - 
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gement et tous ceux de la règle, qu’on peut se représenter 
comme indéfinie dans /es deux sens, décrivent des courbes ayant 
normales communes, memes centres de courbure et même déve¬ 
loppée, Ces courbes, dont les cléments correspondants sont parallèles 
(comme perpendiculaires à une même position du fil ou de la règle), 
constituent ce qu’on appelle une famille de lignes parallèles . do 
moins quand on le* prend toutes d'un même côté de la développée; et 
alors fa plus courte distance d’un point quelconque de l'une d’elles à 
une autre voisine est évidemment mesurée par la partie invariable du 
fil ou de la règle quelles interceptent. Dans le cas contraire, elle', 
mériteraient plutôt le nom de lignes anti-parallèles, leurs parties 
correspondantes étant disposées symétriquement de part et d’autre 
de la développée et, par conséquent, suivant un ordre croisé ou in¬ 
verse. Dans le* deux cas, toutes ces lignes sont dites les dévelop¬ 
pantes de leur développée commune. 

Ainsi, Ton appelle développante d’une courbe la ligne décrite par 
tout point d’une droite roulant sur cette courbe, ou par tout point 
d'un fil d’abord enroulé plus ou moins sur elle et qui se déplie. 

Observons qu’un mouvement infiniment petit du fil, de C'C à H H 
par exemple, peut être assimilé à une rotation delà partie droile C’C 
de ce fil autour de son point de contact actuel ou correspondant C' 
avec la développée. Cela résulte de ce que, G 7 étant le centre des 
cercles oscillateurs menés à toutes les développantes en leurs points 



droite C'C. dans une rotation autour de C 7 , ont un contact du se¬ 
cond ordre avec les courbes GA, PM,.... et ne s’éloignent de celles-ci. 
entre les deux positions voisines C'C, B'B du fil, qu’à des distance* 
du troisième ordre de petitesse seulement. 
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133. — Hayon de courbure des sections coniques. 

\ oyons à quels résultats conduisent les théories de ia dernière 
Leçon dans le cas des courbes du second degré. Nous aurons d'abord 
® ca ^ c tJ ^ r i P ar * a formule ( 5 ) [p. 198] où 2 a normale X a l'expression 
yÿi t-/ 1 , le rayon R du cercle oscillateur à ces courbes. 

I renons leur équation sous la forme générale quelle admet quand 
on les rapporte à leur axe focal pour axe des x et à la tangente à un 
sommet pour axe des y, les x positifs étant supposés tournés vers la 

branche de courbe dont ce sommet fait partie. On aura, comme on 
sait, 

* *°) y 4 — xpx — ( 1 — *> 2 lj ~- 4 


les constantes positives p et c étant respectivement le demi-nara- 

. b % 7 

mett e, — , quotient du demi-axe non focal b par le demi-axe focal a . 

et Y exc entricit é, rapport à ce demi-axe focal a de la demi-distance 

focale v«*qz/» 4 , inférieur à l'unité dans l'ellipse, supérieur à l'unité 
dans 1 hyperbole, enfin égal à t dans le cas limite intermédiaire de la 
parabole, où a devient infini et b comparable seulement à y a. 
Differentiée deux fois, cette équation (10) donne, en divisant par 

{ 11 ) J'y —/>“*(! — C 4 ) X, y* y y' 

La première de celles-ci, élevée au carré, montre que y* y'* a pour 
\ aleur p 1 ( 1 — c 3 )[ x — ( 1 — <? 3 ) x 3 J ou, d'après (10), p 3 — {j — e 3 ) y 3 . 

Le carré de la sous-normale yy'et la normale N ou rr: t. > - y T-V - 
seront donc ‘ 


t ^ ) y y* - p 3 -1.1 - c 4 . \ =, - fi y / 1 , 

H. — 1. Partie élémentaire. 


»? 
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expression» un peu pins simples que celles qu'on aurait en n'y intro¬ 
duisant pas l ordonnée y à la place de l'abscisse x. 

Le numérateur de l'expression (5) de R est ainsi connu. Quant au 
dénominateur y* y", la dernière (u), multipliée par y*> le donne de 
suite, en y isolant ce terme ÿ*y" et remplaçant r*y'* par sa valeur (iaj. 
II vient 


u 3 > y*y — p 1 ' 

et les valeurs (i 3 ), (la) de y*[y” et de N changent enfin la formule 
générale ( 3 ) en celle-ci 



Donc, abstraction faite du signe qui est contraire à celui de For- 
donnée y y le rayon de courbure d'une section conique égale le 
quotient du cube de la normale par le carré du demi-paramètre . 
(Test dire qu’il varie, d'un point à l'autre, proportionnellement au 
cube de la normale, laquelle grandit elle-même avec la valeur absolue 
de l'ordonnée y, c’est-à-dire avec la distance ri y à l’axe focal. II a 

donc sa valeur minimum, exprimée ^simplement par p ou *-> aux ex¬ 
trémités de l’axe focal, pour y = o; et ü n’atteint, comme y*, un 
maximum que dans l'ellipse, pour/ 1 6*, c'est-à-dire aux extrémités 
du petit axe. Ce rayon de courbure maximum, vu la valeur corres- 

pondante ( 1 •— a± J gï de e i ^ > est p ^ ou *£■ * Ainsi, a tout sommet 


d'une conique , le rayon de courbure égale le quotient, par le 
demi-axe qui $\v termine, du carré d'un demi-axe perpendiculaire . 


134*. - Son expression en fonction d'on angle définissant sa direction 
même; et conséquences diverses dans le cas d'une ellipse peu aplatie. 

(Compléments, p. 17.)*). 


133. — Développée de la parabole; rectification de la seconde parabole 

cubique. 


Passons à l’étude de la développée des sections coniques; et com¬ 
mençons parla parabole, où F hypothèse e—t réduit l’équation (ro; 
de la courbe à y* — ci/>x. 

Remplaçons, dans les relations (a) [p. 190], le facteur y\ la somme 
ÿ Xj ryÿ* et ensuite le facteur y", qui y figurent aux premiers mem¬ 


bres, par leurs valeurs respectives -s o, — résultant de (11) et de 

v y 
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(râ); ce» équations {*) seront 


(* 7 ) 


jp—jp, 


ATI - o. 




En substituant dans la première la valeur de jj cjue donne la se¬ 
conde, et puis remplaçant un facteur j 2 , qui figure alors dans un 
terme de cette première formule (17), par sa valeur a p.r déduite de 
l’équation de la courbe, ces deux relations, résolues finalement par 
rapport à x et à y* 3 , deviennent 


,r v — n 
JT - - , 


P'Xl 


Conformément à une indication du n *129 (p. aoa), il n‘y a plu», pour 
avoir 1 équation de la développée, qu'à porter ces valeurs de a et de 
X* dans ce W e de la parabole, écrite non v 3 = si/>j:*, mais, par une élé¬ 
vation au cube ne modifiant nullement une équation entre variables 
réelles, (j'*)*=: 8/> s a‘ a . Il vient ainsi, après division par />*, 


Oü) 


y\ - ( J?,-- /})*. 

!l~p * 1 


On reconnaît l’équation d’une seconde parabole cubique PAO ( l ). 

qui a, naturellement, comme axe de svmé- 

+• 

trie, Pave des x ou de la parabole meme OM, i? - ,J 0* 

avec son point de rebroussement A à l'ex- y 
trémité *r, mn dvî rayon de courlmve mini- 1 v 

mum OA ou /?, et qui, à partir de ce point « 

A ainsi situé à une distance du sommet O \/ \ / 

double de celle du foyer F de la parabole, ( ^ _ 

s’étend jusqu’à l’infini. Pour avoir le centre ° 4 * A x 

de courbure correspondant à un point quel- \ \m 

conque, M(»r, y) par exemple, de la para- s '-. \ 

bole, il suffit de mener à celle-ci la nor- r 

male MM', jusqu’au contact, en M\ de la 

branche opposée AP de la développée : M' est le centre demandé. 


\f \ 

1' 

<»<-—■ 


F A ^ 




( ) Il n'a été question de cette courbe, dont l'ordonnée abaissée sur son axe a 
son carré proportionnel au cube de 1 abscisse comptée à partir de son sommet A. 
que dans le fascicule II, p. 170*. Mais on rocounalt facilement que sa forme est 
celle de PAQ, que ses deux brandies symétriques AQ, AP ont leur tangente 
d abord couchée, en A, sur l'axe \x, puis, à mesure qu'on s'éloigne de A, inclinée 
sur ect axe d’un angle de plus en plus grand, et que. par conséquent, la direction 
de la courbe, censée décrite de I» en A et de A en Q, change brusquement de deux 
droits au point A, appelé, pour cette raison, point de rebroussement. 
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i)après la deuxième propriété générale des développées, lare AM' 
de la seconde parabole cubique PAQ, compté depuis le point de re¬ 
broussement À jusqu'à un point quelconque y t ), «igale la dif¬ 

férence, M' M — \G ou y — u : )* -r- (y t —- y )* — />, des deux rayons 
de courbure correspondants de sa parabole développante OM; et les 
formules (18), (19) donnent aisément cette différence en fonction algé¬ 
brique explicite de Donc la seconde parabole cubique est une 
courbe rectifiable . 


130. — Développées de l'ellipse et de l'hyperbole. 

Dans les cas de l'ellipse et de l'hyperbole, la développée, toujours 
douée évidemment des mêmes genres de symétrie que sa courbe, 
admet un centre comme ces coniques, et il y a tout avantage à y 
transporter l’origine. On sait que ce changement donne, pour l'équa¬ 
tion de la courbe, 

, . .T* , Y* 

(2Ü > «. = 7 * == ’- 


Mais, comme il consiste simplement à remplacer l'ancien x par xzza, 
ou à ne modifier l'abscisse que d’une constante, rien, en un point quel¬ 
conque de la courbe, ne sera changé pour cela ni à l'ordonnée y*, ni 
à la pente y 1 , ni à sa rapidité de variation y"; et les formules pré¬ 
cédentes où x n'entre pas subsisteront intégralement. On pourra donc, 
d'après la deuxième (ir) et d'après (i 3 ), remplacer, dans la seconde 

nt 

équation (2 ), y' 2 -f - yy" par e i — 1 et y* par — Cette seconde équa- 

✓ 

tion (2), chargée de définir l’ordonnée r t du centre de courbure, de¬ 
vient alors, si on la résout par rapport à y 3 et que, se bornant d'abord 
au cas de l'ellipse, on substitue finalement à c* et h p leurs valeurs 


IA (A 
— et — 


= _ p*yt _ b\r 1 4 


Or la symétrie de l'équation ( 20) de la courbe en x et y, a et b , 
quand on y attribue ainsi au second terme le signe supérieur-h, rend 
évident ce fait que, si l'on avait adopté l'axe des x pour axe des y 
et vice versa, ce qui est présentement l'abscisse#, d'un centre decour- 
bure et l'abscisse a? du point correspondant de l'ellipse aurait figuré dans 
l'équation (2O sous * es noms de ï el fu avec permutation de a et b . 

Donc, au Heu de prendre la peine de calculer par la première 
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équation (5), on peut, de (»r), tirer immédiatement 


(«) 


a* — 0 i 


Telles sont les deux formules qui tiendront lieu des précédentes 
(17) du cas de la parabole. Pour simplifier, posons 

<* 3 ) b ,,5LrJ?, 

a h 

^ c. â \ sot le s racines cubiques des membres respectifs 
de (22) el île (ai), puis divisant par a ou par L : 


<*l) 



wU V 

Ces valeurs deportées dans l'équation (ao) où le second 


terme reçoit ici le signe donneront donc, comme équation de la 
développée de l’ellipse, 



Celte courbe a la forme PQP'Q'P, avec quatre points de rebrous¬ 
sement au\ extrémités P, Q, P', Q' des rayons de courbure inhuma 
e t mnxim a AP, BQ, .VP', B'Q'. Pour une demi-distance focale 
ya*—6*=<t* constante, ses demi-axes OP ou OP' = \ et OQ ou 


Fig. 3 o. 



B* 


OQ —B sont, d après leurs valeurs (a 3 ), en raison inverse des demi- 
axes correspondants a, h de l'ellipse. Le premier. OP ou \, évidem¬ 
ment égal à aé 1 y est plus petit que la demi-distance focale OF ~ (te ; et, 
par conséquent, les sommets P, P f se trouvent toujours dans l'ellipse, 



2*4 DÉVELOPPÉES DK l/gLUPSK ET DE t’îlVPEftBOLK. 

entre les deux foyers F, FV Mais le second, OQ ou B, a son rapport 

ffî ( 

à b exprimé par — i, nombre au-dessous ou au-dessus de f’unité 

suivant que le rapport du grand ave a a «le l'ellipse au petit vtb n'at¬ 
teint pas ou dépasse fî : les sommets Q et Q f sont intérieurs à l'ellipse 
dans le premier cas, extérieurs dans le second. Quand le rapport des 

deux axes a précisément la valeur intermédiaire y^si, ou que la dis¬ 
tance focale FF' égale le petit axe BB', Q coïncide avec IV, Q' avec B, 
et F, P' sont au milieu des droites OA, OA', vu que la première for¬ 
mule (« 3 ) donne alors A •= \a : les rayons de courbure minima égalent 
donc la moitié du demi-grand axe et les rayons de courbure maxima 
le double du demi-petit axe. 

Quel que soit le rapport de a à ô, les formules (24) montrent que 
./*! et v ont même signe, y t et r, signes contraires. Donc le centre de 
courbure, pour un point quelconque M ( x y y) de Feïlipse, s'obtiendra 
en menant une normale MM' jusqu'à son contact, en M', après la tra- 
\ersée de l'axe focal, avec l’arc PQ de développée situé du môme côté 
du petit axe que le point proposé M. 

Quand l'ellipse se rapproche du cercle, ou que rexcentricité e tend 

vers zéro, le rapport de B à A tend vers l'unité, et l'équation (a 5 ) de 

i a. s A 

la développée, multipliée par A*, devient à la limite x\ «+• y* “A 1 : 

cette courbe acquiert donc deux nouveaux axes de symétrie, bissec¬ 
teurs des angles des axes coordonnés, car et y g y entrent symétrique¬ 
ment. Mais, à moins que Feïlipse ne devienne intime et ne garde entre 
ses deux axes une différence 2 (a — b) finie, à laquelle correspondra 

une demi-distance focale y a 1 —• b* ou \ia — b^a -h b infiniment crois¬ 
sante, cette développée se rapetissera indéfiniment ou se ramassera, en 
quelque sorte, autour du centre O. En effet, son demi-axe A r=: ae x ex¬ 
primera environ la différence 2(0 — />) = cm(i — yj 1 — e 1 ) des deux 
axes de l'ellipse, comme le montre le développement de 

V * — e 1 - (1 — e* )* 

par la formule du binôme, avec suppression des termes en e* et au- 
dessus. Ainsi, la développée du cercle se réduit à son centre; ce 
qui était évident. 

Au sujet de la développée de l'hyperbole, je me contenterai d'ob¬ 
server que, l'équation de cette conique s'obtenant par le simple chan¬ 
gement de b 1 en — b * dans celle de l'ellipse, les calculs à effectuer 
seront la simple répétition des précédents; car le changement de ô* 
en —* ô a ne modifiera rien aux raisonnements, b n'ayant figuré que 
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31) 

l>ar son earré dans les formules esseuiielles (2»), (22) eï (a 5 ). Celle- 

d, qui, d’après les expressions (s3) do A et H, est, au fond, 



«tonnera donc, comme équation de la développée de l'hyperbole. 


1 a0> ; 

en posant 
<*7.1 



Cette courbe rappelle par sa forme générale, dan, chacune de ses 
«leux parties bien distinctes situées respectivement des deux rOtés de 

Taxe non transverse, ta développée de la parabole, que nous avons 
étudiée en détail* 


137*. De 1 enveloppe d'une famille do courbes planes et, généralement, 
de la ligne sur laquelle cee diverses courbes sont rapprochées de leurs 
voisines infiniment plus qu’en leurs autres points. 

(Complément*. p. 17**). 

* 

Je me contenterai de dire ici que, pareillement à la famille des nor¬ 
males à une courbe, dont les intersections successives déterminent une 
nom elle courbe, la développée , tangente à toutes ces normales et sé¬ 
parant la partie du plan qui les contient de celle où, ordinairement, 
elles ne pénètrent pas, de même, une famille donnée de droites ou de 
courbes constitue souvent une série de lignes qui se coupent succes¬ 
sivement, de manière à former, comme lieu des points de concours 
de chacune avec la suivante, une courbe tangente à toutes cl limitant 
ou enveloppant l’espace qui les contient : aussi appelle-t-on cette 
courbe 1 enveloppe de la famille donnée de lignes, tandis que celles-ci 
prennent le nom & enveloppées. 

138*. — Propriétés commîmes de ces sortes de lignes. 

(Compléments, p. 181*.) 

139*. — Propriété distinctive des courbes enveloppes. 

(Compléments, p. iKi*.) 
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flO*. — Exemples. 

( Compléments, p. i*.)*.) 

1 il*. - Enveloppes intérieures, limitant, dans le champ couvert par une 
famille de courbes, les régions qui en sont plus ou moins sillonnées. 

( Compléments, p. 

113*. — Courbes asymptotes et enveloppes asymptotes d'une famille. 

(Complément*, p. i<ji*.) 


113*. — Exemples. 

(Compléments, p. 
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DES ROULETTES ET DE LA CYCLOÏDE. * COURBES PLANES EN COOR¬ 
DONNÉES POLAIRES; * DE LY SPIRALE LOGARlTHMfOUE. 


Ui. — Des roulettes : théorème de Descartes au sujet 

de leurs normales. 

Parmi les courbes planes que découvrirent les géomètres du 
XVII e siècle, et dont l'étude à cette époque Ht beaucoup avancer la 
Science, deux surtout, la cycloïde et la spirale logarithmique, pré¬ 
sentent un intérêt exceptionnel. Aussi leur consacrerai-je presque en 
entier cette dernière Leçon sur les courbes planes, en commençant 
par la cycloïde, la plus remarquable des deux tant à cause des pro¬ 
grès dont elle a été l'occasion ou comme l'instrument en Analyse infi¬ 
nitésimale, que par d'importantes applications mécaniques. Elle est 
comprise dans une classe de courbes qu'on appelle les roulettes et 
dont il y a lieu de dire d'abord quelques mots. 

Supposons qu'un point M (figure ci-après) soit lié invariablement 
(au moyen de deux tiges droites MG et MD, par exemple) à une 
courbe mobile CD, et que celle-ci roule sur une courbe fixe AB, 
c'est-à-dire se meuve contre elle en lui étant toujours tangente et de 
manière que des arcs de meme longueur, sur les deux courbes, vien¬ 
nent successivement coïncider élément par élément : la courbe MP 
décrite dans ces conditions par le point M sera justement ce qu'on ap¬ 
pelle une roulette . Par exemple, toute courbe plane est, d'après ce 
qu'on a vu (p. 207), la roulette décrite par le pied d'une de ses nor¬ 
males roulant sur sa développée; en sorte que les roulettes peuvent 
être regardées comme une généralisation des développantes, tout 
comme les courbes enveloppes (*) en sont une des développées. 

La particularité que présente la normale à toute développante 
d'aboutir au point correspondant de contact de sa droite génératrice 


( ' ) Dont il a «Hé question p. 11 N. 
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avec la développée, n’est qu’un cas particulier cTune propriété gêné* 
raie des roulettes, découverte par Descartes, et qu’on peut énoncer 
ainsi : La normale à une roulette passe à chaque instant par 
le point actuel de contact de la courbe mobile et de ta courbe 
Jïxc. 


Il s’agit donc de démontrer que la normale menée en M à la rou¬ 
lette MP est la droite MI joignant ce point Mau point de contact, I, de 
AB et de CD. Observons, à cet effet, qu’un déplacement infiniment 
petit de la figure mobile, propre à lui faire décrire l’arc élémentaire 
MM' de roulette, aura lieu par le roulement d’un arc généralement 
comparable IK' de CD sur mm équivalent IK dans la courbe fixe, et 

amènera le transport de ia droite MK', 
liée à ia figure mobile, dans la position 
MK. Or ce transport peut être assi¬ 
milé à une simple rotation autour du 
point K. Pour le reconnaître, démon¬ 
trons que le déplacement K'R de l’ex¬ 
trémité R' est infiniment plus petit 
que celui MM' de l'extrémité M. Pro¬ 
jetons les deux arcs équivalents IR, IK' 
sur leur tangente commune en I et, 
par conséquent, sous des angles infiniment petits : le rapport de ces 
deux projections différera infiniment peu de l’unité et les deux pieds, 
que j’appellerai k } k\ des perpendiculaires abaissées de R et de K' 
sur la tangente, seront l’un de l’autre à une distance kk r infiniment 
moindre que IR ou que MM'. Comme d’ailleurs, par suite du con¬ 
tact de ces arcs IR, IR' avec leur tangente en M, les deux écarts 
K 4 *, R'A:' de K et de R r d'avec cette tangente sont encore infini¬ 
ment petits par rapport à IR ou à MM', il en sera évidemment de 



même de ia droite RR' qui joint ces points. Et si nous comparons, 
pour en prendre la différence M'J, les deux distances RM, RM' du 
point R aux deux points consécutifs M et M' de la roulette, cette 
différence entre KM et RM', ou entre RM et R'M, sera celle de 


deux côtés d’un triangle KMk' ayant RR' pour troisième côté, c'est- 
à-dire qu elle sera inférieure à RR' et, par suite, infiniment plus pe¬ 
tite que l'arc ou la corde MM'. Donc l'arc MM' de roulette ne s’écarte 


d un arc de cercle MJ, décrit du point R comme centre, que d’une 
quantité JM' ayant avec la corde MM' un rapport infiniment petit, et. 
par conséquent, d’après la proportion des sinus, le triangle JM'M 
que ferme la cordc MJ du cercle a son angle M, opposé au côté JM', 
infiniment petit aussi. C’est dire que, à la limite 0(1 R vient en 1 et où 
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les cordes MM*, MJ prolongée» deviennent respectivement les tan¬ 
gentes en M à la roulette et au cercle, ces deux tangentes n'en font 
qu'une et correspondent à une même normale ML 
On appelle centre instantané de rotation de la figure mobile, le 
point l centre des cercles tangentiellement auxquels se déplacent 
ainsi tous les points de cette figure. On peut, en effet, tant qu'il s'agît 
d’avoir seulement la direction actuelle ou instantanée des roulettes 
décrites, ne pas distinguer celles-ci des cercles mêmes, ou regarder 
le mouvement de CMD comme une simple rotation autour de I. 


i io. — De la cycloïde ; normale et tangente à cette courbe. 

Une cycloïde est la roulette décrite par tout point d'une circon¬ 
férence qui roule sur une droite indéfinie . S'il s'agit, par exemple, 
de la circonférence C dont le rayon GX, donné, sera exprimé par /\ 
et si, cette circonférence roulant sur AV, le point décrivant est M. 
la cycloïde sera la ligne EASA'E'. Cette courbe se compose évidem¬ 
ment d’une infinité de parties égales, telles que AS A', comprises entre 
deux points consécutifs A, A' où le point décrivant M vient toucher 
la droite fixe AA'. Chacune d'elles s'appelle un arceau de la cycloïde. 
et la portion AA' qu’elle intersecte sur la droite fixe est la base de l’ar¬ 
ceau, Quand la circonférence roule de A en A\ tous ses élément*. 


Fig. 



infiniment petits, de plus en plus éloignés de M le long de MXT. 
viennent s'appliquer successivement sur des éléments égaux de AA' 
de plus en plus éloignés de À; de sorte qu'on a, par exemple, en 
construisant le cercle mobile dans diverses positions et notamment 
dans celle où le point décrivant est au sommet S de sa course, 

arc NM = XÀ, arcS'QS ou «/* = S'A, aroYT M' :\ A. 


Enfin, au moment où le point décrivant arrive en A', toute la circon¬ 
férence MNTM s’est comme déroulée de A en A', et l'on peut écrire 
AA' — arr. Par suite, en retranchant, d'une part, AN' de AV, d'autre 
part, N'T'M' d'une circonférence entière, il vient arrNM' — N'A'. 
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C'est dire que la cycloïde pourrait être décrite aussi par le point W 
d’une circonférence C 1 égale à la proposée C, mais qui, partie du 
point À' et non du point A r roulerait sur fa hase AA' en allant de A' 
vers A et non plus de A vers A', Si l’on suppose que les deux circon¬ 
férences mobiles C et C', décrivant ainsi toutes les deux la cycloïde, 
soient constamment symétriques par rapport à fa perpendiculaire 
SS' abaissée sur AA', on aura S'N'r^S'X et, par suite (vu que 
S'.V—S'A-:*/■), N'A'~- NA, arcN'M'^arcNM. Donc le point \V 
sera symétrique de M par rapport à SS'. Ainsi, un arceau de cycloïde 
eU symétrique de part et d'autre de la perpendiculaire abaissée de 
son sommet sur sa base . 

D'après la propriété générale des normales aux roulettes, la nor¬ 
male menée en M à la cycloïde va passer par le point correspondant 
de contact, X, de la circonférence mobile et de la droite fixe. Quant 
à la tangente, comme elle doit être perpendiculaire à la normale MX, 
on l’aura en joignant le point M à l’extrémité T du diamètre NT tiré 
a partir de N ; en effet, l’angle TMN sera droit comme inscrit dans 
une demi-circonférence. Amenons le cercle C en OSS', en faisant dé¬ 
crire à tous ses points des lignes égales et parallèles à NS' : les figures 
telles que MNS'Q, MTSQ seront des parallélogrammes et les cordes 
QS', QS se trouveront parallèles respectivement à MX, MT. On pour¬ 
rait donc, sans que le cercle G fût construit, mener en un point donné 
M la tangente et la normale à la cycloïde, en tirant de M une paral¬ 
lèle MQ à la base AA'jusqu’à la rencontre du cercle fixe O, au point 
Q. puis en joignant ce point Q aux deux extrémités du diamètre SS' 
et en menant enfin lesparallèles MT et MX à ces deux droites QS, QS'. 

Aux extrémités À et À' d’un arceau, la tangente se trouvera évi¬ 
demment perpendiculaire à la base AA', car elle y sera parallèle à S'S : 
donc, an point ou deux arceaux contigus se joignent, la tangente 
est commune aux deux arceaux et la courbe présente ce qu'on 
appelle un rebroussement de première espèce (*). 


116. — Développée et rayon de courbure de la cycloïde. 

Soit AS A' (p. aai) un arceau de cycloïde. Menons au-dessous de sa 
base, à une distance S’B égale à sa hauteur SS', une parallèle Hl à cette 
base AA'; et construisons une nouvelle cycloïde ABA' égale à la pre¬ 
mière, mais placée de telle manière que deux demi-arceaux BA, BA' 
aient leur point de départ commun sur le prolongement de SS' et leurs 


( J ) Voir fascicule lï. p. 
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sommets respectifs en A, A'. Le demi-arceau liA pourra être supposé 
décrit par le point P d une circonférence NPN', qui roulerait sur RII, 
de B vers II; en sorte quo Fou ait, dans une quelconque de ses posi¬ 
tions, arcNi'P = N'B = NS' et, par suite, 

arcM* = r.r — N'F --- AS'— \S* -- \A. 

(]ela posé, si l’on construit, pour la c^cloïde donnée ASV, le cercle 
générateur TMN, dans la position où il est tangent en N au cercle 
égal XPN', le point M correspondant de cette crcîoïde sera lui-même 
tel, que arcNM = NA* Donc les deux arcs XP, NM, tous les deux 
équivalents à NA, sont égaux entre eux; et, par suite, leurs supplé- 

i-'ig. 33. 


Y 



ments PN', AIT le sont également. Il en résulte, d'une part, que les 
deux cordes XP, NM sont égales, d'autre part, que les deux angles 
inscrits PNN', MNT, dont la mesure est {PN'— JMT, sont égaux, 
tët, comme leurs deux côtés NX', NT, étant des diamètres normaux a 
la tangente AA' commune aux deux cercles, se trouvent en ligne 
droite, il faut que ces deux angles égaux PNN', MNT soient exacte¬ 
ment opposés par le sommet, ou que XP soit le prolongement de AIN. 
D'ailleurs, d'après la règle donnée tout à l’heure pour construire la 
normale et la tangente a une cycloïde, AIN est normal à la première 
ASÀ' et XP tangent à la seconde ABA\ Cela étant vrai pour toutes 
les positions correspondantes possibles des deux cercles, on voit que 
les normales de la première cycloïde coïncident avec les tangentes de 
la seconde et que, par suite, celle-ci, sur laquelle se coupent succes¬ 
sivement ses propres tangentes ou cordes infiniment petites consécu¬ 
tives, est le lieu des intersections successives des normales à la pro¬ 
posée, c’est-à-dire sa développée même. 
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Donc la développée d'une cycloïde est une cycloïde égale . 

De plus ia relation XP rr MX montre que MP vaut le double de 
MX, et, comme MP est évidemment le rayon du cercle osculateur pour 
le point M de la courbe donnée, on voit que le rayon de courbure, 
dans la cycloïde , égale le double de la normale menée à la courbe 
jusqu'à la rencontre de sa base . 

H7. - Rectification de la cycloïde. 

D'après ta seconde propriété générale des développées, la longueur 
d'une partie, ÀP, de l'arceau BAK..., comptée à partir du sommet A 
de l'arceau, équivaut à la différence des deux rayons de courbure 
menés, de ses extrémités P et A, à la développante AS. L’un de ces 
rayons de courbure étant PM, et l’autre étant nul (puisque ses deux 
extrémités se trouvent réunies en À), il vient 

arc PA ~ PM — aPN ; 

et. à l'instant où le point mobile P arrive en B, 

arc BA ~ BS ~ a BS' — 4 r. 

Le demi-arceau BA vaut donc en longueur le double du diamètre du 
cercle générateur, c’est-à-dire de sa propre projection IiS 7 sur une 
perpendiculaire à la base; et, par suite, un arceau complet de cy¬ 
cloïde est quatre fois aussi long que haut . Ce résultat simple, qu’a- 
\ait précédé à peine le calcul de la longueur des arcs de seconde 
parabole cubique (p. 212), frappa extrêmement les géomètres du 
xvir siècle, portés à penser jusque-là que le cercle était, de toutes les 
courbes, la moins difficile à rectifier, La longueur de l’arceau se 
trouve donc commensurable avec sa hauteur, tandis que sa base ne 
Test pas, puisqu’elle égale la circonférence du cercle générateur, ou 
~ ... fois la hauteur. 

La relation arcPÀ = aPN conduit immédiatement à une équation 
importante. Prenons pour axe des x la tangente ÂÀ' menée au som¬ 
met A d’un arceau, et pour axe des y la perpendiculaire AH abaissée 
de ce point À sur la base de l’arceau. Appelons enfin s l’arcÀP, 
compté positivement quand le point quelconque P de l’arceau est du 
côté des x positifs, négativement quand il est du côté opposé, c’est- 
à-dire en allant de A vers K. La droite XP, dans le triangle rectangle 
déterminé par les trois points N, P, X', sera moyenne proportionnelle 
entre l’hypoténuse NX T/ — 2 /• et le segment XQ = P' P, qui n’est autre 

que l’ordonnée y du point P. On aura donc XP =z\fï 7 y> et, par suite, 
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AF“ 4 |/ary ou ^zs =; ay 21 ’ V. Ko élevant ao câtfré et résolvant par 
rapport à y» il vient la relation cherchée 
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Donc, dans un arceau de C) cloïde, l'ordonnée, tirée perpendiculaire¬ 
ment d’un point quelconque de l'arceau sur la tangente au sommet , 
est proportionnelle au carré de Varc correspondant compté à partir 
du sommet * 


H8. • - Équation naturelle finie et équation différentielle de la cycloïde. 

La relation (1) définit parfaitement la courbe ou, en d*autres ter¬ 
mes, n’est vérifiée que dans une cycloïde; car, à partir de l'origine 
des arcs où s'annule r et ou l’on prend l’origine des abscisses x t elle 
détermine de proche en proche ces abscisses en fonction de non 
moins que les ordonnées y. En effet, si Ton fait, dans (1), croître s de 
ds y et, par conséquent, y de dy, s * croîtra de 2 sds; ce qui donnera 
comme valeur de dy le quotient de sds par 4 /’. Or on sait que l'ac¬ 
croissement simultané dx de l’abscisse est lié à dy et à ds par la rela¬ 
tion dx^ — ds 1 — dy *. Substituons à dy sa valeur, puis divisons par 
ds* et extrayons la racine carrée en observant que l'on est convenu 
de compter, à partir de l’origine, les abscisses croissantes dans le 
même sens que les arcs croissants; en sorte que la dérivée de x en s 
doit être positive pour $ =^o et ensuite partout, par raison de conti¬ 
nuité, jusqu'à ce quelle s’annule. Il viendra 

. . dx v'16 r *— ** 

(a) 

Les abscisses successives x sont donc déterminées de proche en proche 
par l’équation (1), en fonction des arcs s, comme le sont les ordonnées 
d’une courbe en fonction de son abscisse quand on donne, pour toute* 
les valeurs de celle-ci, à partir d'une ordonnée nulle, les pentes suc¬ 
cessives y 1 de la courbe (p. 34 ). Ainsi, entre les limites s " 4 r 
où le second membre de (2) ne s'annule pas, une courbe satisfaisant 
à la relation (1) a sa forme entièrement définie; et elle ne peut différer 
de l’arceau de cycloïdc de hauteur 2 r qui nous a conduit à cette re¬ 
lation (1). 

La relation (r) caractérise donc parfaitement un arceau de cy¬ 
cloïde et elle en est , à cause de son extrême simplicité, l’équation 
naturelle . Elle fait de la cycloïde la courbe en quelque sorte la plus 
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élémentaire après la ligne droite, quant aux rapports reliant f ordonnée 
à farc, et fui confère le premier rôle dans plusieurs questions impor¬ 
tantes de Mécanique où interviennent les chemins s parcourus par un 
mobile concurremment avec leurs projections verticales y. En effet» 
dans la ligne droite, l'ordonnée n'est pa* moins proportionnelle à Tare 
qu'à l'abscisse (fun et l'autre étant comptés à partir du point oit Taxe 
des abscisses coupe la ligne), ce qui est la relation Ja plus simple pos¬ 
sible; mais la moins compliquée après celle-là consiste naturellement 
dans la proportionnalité de l'ordonnée au carré de Tare. Il existe, à 
cet égard, quelque analogie entre la cvcloïde et la parabole, qui, rap¬ 
portée à sa tangente au sommet comme axe des or et à la normale 
correspondante comme axe des v, a son ordonnée proportionnelle au 
carré de l'abscisse. Grâce à cette proportionnalité, la parabole est la 
courbe la plus simple après la ligne droite au point de vue de la 
relation existant entre l'ordonnée et l'abscisse, tandis que la cvcloïde 
l'est pour la relation existant entre l'ordonnée et l'arc. 

Le plus souvent, dans les problèmes, la relation (i)se présente sous 
la forme d’une équation différentielle d'où l'arc £ est éliminé. Divisons 
la dérivée de y en s que donne cette équation (i) par l'expression (a ) 
de la dérivée analogue de*r; et, dans le quotient, remplaçons s par 

sa valeur meme z±z y/8 ry tirée de (i). Il viendra l'équation différen¬ 
tielle de la cvcloïde 

dy /—y- 

( 3 ) -r- «i“ 4 /——♦ 

d.r y a /*—y 

Si l'on suppose pour un instant les y pris comme abscisses et les .r 
comme ordonnées, cette équation déterminera, pour toutes les al>- 

d r 

scisses y à partir de l'origine choisie y ” o, la suite des pentes 

de la courbe, dans chacun des quatre angles des coordonnées; et, par 
conséquent, elle, définira de proche en proche cette courbe, de part 
et d'autre de l'axe des abscisses v, lesquelles seront essentiellement 
positives pour que le radical de ( 3 ) reste réel à partir de la valeur 
y = o. C'est dire que l'équation ( 3 ) ne peut être vérifiée dans aucune 
autre courbe qu'un arceau de cycloïde de hauteur ar, et qu'elle équi¬ 
vaut parfaitement à (i). 

Au lieu des axes précédents A V et AH se croisant au sommet d'un 
arceau, on adopte souvent pour axe des x la base BX de l'arceau et 
pour axe des y la tangente perpendiculaire BS menée à une de se*» 
extrémités. La nouvelle abscisse, que j'appellerai X, du point quel¬ 
conque P de l'arceau B AK... de la figure précédente (p. 221), et sa 
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nouvelle ordonnée, que j'appellerai Y t sont BP\ PP, et égahmt res¬ 
pectivement les différences algébriques ÀS'~AP', P'P'-Lpp ou 
77/4 — '■* f' — y* Il faut donc, dans ia formule (3), poser 

x~r.r—\< y Àr — Y et, par suite, djc ^ — <\y ~~ d \. 

I! vient alors l'équation différentielle de la cvcloïde sous sa forme la 
plus employée 


< I* 


d\ \/ v' 7 1 


Comme il suffi t, pour la rendre identique à ( 3 ), d'y renverser le sens 
fies abscisses et celui des ordonnées, en prenant comme nouvelle ori¬ 
gine le sommet d’où part l'ordonnée maximum Y ar (au-dessus de 
laquelle le radical devient imaginaire), cette équation, toutes les fois 
qu'elle se présente dans la recherche d'une courbe, prouve que lu 
courbe appartient à une cvcloïde de hauteur ar rapportée à la base 
de ses arceaux pour axe des X, 


I i». — Aires comprises entre un arceau de cycloïde et sa développée 

ou sa base. 

Ouoique 1 évaluation des aires relève du Calcul intégral, servons- 
nous encore de la ligure ci-dessus (p. 221), 1° pour obtenir l’aire 
comprise entre l’arceau A S À' de cvcloïde et sa développée A B A', 
pour voir comment cette surface est divisée par la base A.V de 
l'arceau. 

Kt d'abord, les demi-arceaux AB, BV étant parfaitement égaux, 
tant pour la longueur que pour la forme, aux demi-arceaux SA' et AS, 
les figures respectives ÀPBS', A'BS' et SA'C', SAC, formées par eel 
courbes et leurs tangentes extrêmes, sont toutes superposables; de 
sorte que les deux surfaces mtUilignes APBS' et A'BS' peuvent être 
portées en SA'C' et SAC. La surface à évaluer ASÀ'B sera ainsi 
transformée en un rectangle AA'C'C, donL l’aire égale AA'x SS' ou 
aî7, ‘ X s/‘~ 4 ~'*** Par conséquent, Vaire comprise entre un arceau 
de cycloïde et sa développée vaut quatre fois celle du cercle géné¬ 
rateur de la cvcloïde . 

*■ 

Divisons maintenant cette surface A S A'B, pour voir comment la 
partage la base AA'de 1 arceau, en triangles infiniment aigus, par 
«les normales comme MP, qui iront se couper, successivement, infini¬ 
ment prés de la développée AB, aux sommets respectifs de ces triangles. 
Chaque normale étant, comme on a vu, intersectée par AV en son 
milieu, la partie des triangles située entre AA' et leurs sommets 
K. — I* Partie élémentaire. 
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constituera Je nouveaux triangles avant avec les proposés un angle 
commun, mais les cotés adjacents moitié moindres, à des différences 
infiniment petites près. Ces triangles partiels vaudront donc tous, à 
la limite, un quart des triangles entiers et, par suite, la partie ÀS'A'B 
de Faire totale .§::/•* en sera également te quart ou aura comme va¬ 
leur T:/**; ce qui laissera trois fois plus, ou Srr/ 4 , pour la partie 
AS'A'S. Ainsi, la surface comprise entre la base H la développée 
d'un arceau de cycloïde égale celle du cercle générateur de la c>~ 
cloïde } tandis que la surface comprise entre Varceau et sa base an 
est te triple . 


130*. — Des spirales et des coordonnées polaires. 

(Compléments, p. 


loi*. — Tangente, normale, sons-tangente, sons-normale, différentielle 
de Tare et rayon de courbure, en coordonnées polaires. 

(Compléments, p. »ou* 


132*. — De la spirale d 1 Archimède et de la spirale logarithmique. 

(Compléments, p. aoi*. ) 


133*. - Propriété caractéristique de la tangente à la spirale 

logarithmique. 

(Compléments, p. ;k)3*.) 


131*. — Hayon de courbure et développée de la spirale logarithmique. 

( Compléments, p. 3o'|*. ) 
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DES COURBES GAUCHES : TANGENTE ET * POINTS SINGULIERS, ARC, 
PLAN NORMAL, PLAN OSCILLATEUR, NORMALE PRINCIPALE ET Bl- 
NORMALK. 


I&>. — Équations d'une courbe gauche. 

Une ligne, quon peut toujours se représenter comme la trace d'un 
point mobile et comme l'intersection de deux surfaces, est appelée 
courbe gauche, lorsque quatre consécutifs de ses points, pris aussi 
près que Ion veut l'un de l'autre, ne sont pas contenus dans un même 
plan, le quatrième sortant il« plan mené suivant les trois premiers. 
On rapporte une telle courbe, AB, comme on ferait d’ailleurs pour des 
lignes planes arbitrairement situées dans l’espace, à un système de 
trois axes rectilignes 0 *r, Or, Oj; et chacun de ses points, tel que 
M, est déterminé par ses trois coordonnées OP — .r, P m — r, m \f 
on 

Quand la ligne est censee décrite par un mobile M, ces trois coor— 
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Fig. 3 f. 
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donnéescr,s deviennent, comme nous avons déjà vu (p. a3), trois 
fonctions du temps /, pouvant être quelconques si la courbe Test 
elle-même. Celle-ci a donc alors trois équations, de la forme .r =/ t (|), 
y ==/a(*)j 2~/a(0) qui expriment en même temps ta manière par- 
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ticuliére dont elle est décrite. Aussi» malgré leur symétrie en #, 
ou l'analogie du rôle qu’y jouent les trois coordonnées, tandis que celui 
«le variable indépendante y est laissé au temps l y bien désigné pour 
ce rôle tout spécial et unique par sa nature absolument différente de 
« elle de #, v, 5 > ces équations sont-elles ass et rarement les plus sim¬ 
ples; et, dans bien des applications, il est préférable de n’y faire 
figurer que les coordonnées #, j, z des points de la courbe, pour en 
élaguer ce qui varierait avec le mode de description. A cet effet, on 
élimine r, en concevant, par exemple, sa valeur en fonction de x tirée 
de la première équation x ^fi(t) et substituée dans les deux autres, 
fl vient alors, pour représenter la courbe, deux équation» seulement, 
de la forme y =/(#), *=:<5(#),où les deux fonctions/et <p peuvent 
être quelconques, car elles ne différeraient pas des deux, restées arbi¬ 
traires, /* et U ^ on décrire la courbe de manière à avoir 

constamment t — x. 

Ces deux équations /—/(*), s = <?(#) suffisent bien d’ailleurs 
pour définir chaque branche de courbe coupée en un seul point M par 
tout plan wPw' parallèle aux yz\ car, dès que ce plan est donné ou 
que Ton connaît son abscisse#, le point M qu’il contient, de la courbe, 
se construit de suite, en y menant bout à bout les coordonnées dès 
lors connues Pm ^y = f(x) et wM = 5 =:#(r), suivant les sens 
respectifs de O y et de O z t ou leurs opposés (quand y ou z sont né¬ 
gatifs). Et Ton Voit que, à l’inverse, toute branche de courbe, con¬ 
struite en même temps que le système des axes, revient à se donner 
au moins empiriquement ces deux équations /==:/(#), z = <p(x); 
car il suffit alors de connaître OP ou #, pour que le plan vnPm', en 
coupant la courbe, détermine M et, par suite, WîM ou z et Pih ou y*: 
y et z deviennent donc deux certaines fonctions de #. Lorsque plu¬ 
sieurs branches de la courbe se déroulent à la fois en face des mêmes 
points de Taxe Ox, c'est-à-dire pour les mêmes abscisses #, les 
fonctions /( æ) t tp( x ) comportent plus d’une série distincte de valeurs ; 
mais on peut les regarder toujours comme bien déterminées, en n’y 
considérant que la série en rapport avec la branche suivie actuelle¬ 
ment. 

Deux des coordonnées du point M, x et y par exemple, lui sont 
communes avec sa projection , m, sur le plan de ces coordonnées ou 
«les projection obtenue en menant une parallèle Mm à l’axe O z 
de la troisième coordonnée, et que je qualifierai d'oblique toutes les 
fois que cet axe ne sera pas normal au plan des deux autres, afin de 
la distinguer de la projection ordinaire ou orthogonale, qui serait le 
pied de la perpendiculaire abaissée de M sur le plan. Et, de même, 
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j'appellerai projection oblique d'un point M sûr Fan des axes, celui 
des x par exemple, le point P obtenu en menant à partir de M un 
plan MmP, non pas normal à Or, mais parallèle au pian des autres 
coordonnées y % z. Ces dénominations s'étendront d'ailleurs aux pro¬ 
jections analogues de figures quelconques, qui seront toujours des 
lieux de points» 

L'équation y ~/(x} est donc celle de la projection oblique ab de 
la courbe ÀB sur le plan des xr; et, de même, l'autre équation 
z z=l f (x), ou P m 1 ~ <p(OP), est celle de la projection oblique a'b 1 de 
AB sur le plan des xz> Une branche de courbe gauche AB se trou vit 
ainsi définie au moyen de ses projections obliques ab, a*b* sur deux 
plans coordonnés; et chacun, M, de ses points, s'obtient par l'achè¬ 
vement du parallélogramme mPm'M dont deux côtés adjacents Pwj, 
Pm' sont, dans les deux plans respectifs de ces deux projections, le* 
ordonnées y et z de points m, m ' ayant l'abscisse x = OP du point 
cherché M de la courbe de l'espace. Quand cette courbe est gauche, 
il est impossible qu'elle ait un arc même très petit (qui comprendrait 
toujours une infinité de points consécutifs) dans le planet, 
pour une abscisse x, il n'y existe, sur toute branche comme AB, qu'un 
seul point M. 

Il faudrait que la ligne fût plane et contenue dans un plan parallèle 
aux yz pour que l’abscisse x, réduite à une valeur constante, devînt 
impropre à jouer le rôle de variable indépendante; et alors îa projec¬ 
tion (orthogonale ou oblique) de la courbe sur le plan des vz lui 
serait évidemment parallèle et égale. C’est donc sur ce plan «les vz 
qu’on projetterait la courbe proposée, et au moyen de son équation 
entre y et z qu'on en ferait l'élude. Quant à sa projection soit sur h* 
plan des xy y soit sur celui des xz f elle se réduirait à une droite. A 
cause de ce dernier fait, une courbe plane est dite à simple courbure* 
On entend par là que, des deux projections planes généralement né¬ 
cessaires à considérer dans l'étude d'une courbe, une seule, bien choi¬ 
sie, suffit pour faire connaître une ligne plane, l'autre, qu'on lui asso¬ 
cierait, étant droite. Autrement «lit, une telle ligne est vue courbe sur 
un des deux plans de projection dont il s'agit, mais sans courbure 
sur l'autre. Et l'on qualifie les lignes gauches, par opposition, de 
courbes à double courbure, pour exprimer qu'elles sont vues tou¬ 
jours sous la forme do «leux courbes, en projection sur deux plans 
quelconques. 

Les deux équations y — /(x), z $(x) peuvent être considérées 
encore comme celles des deux cylindres, ou plutôt des deux surfaces 
cylindriques, a&BA, a* U BA, dont les génératrices, telles que m M 
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et /tt'M, respectivement parallèles à O^ei k Gy, s'appuie ni sur lé» 
deux, projections ab, a'b' de la courbe proposée AB; et celle-ci, lieu 
des points qui leur sont communs ou qui vérifient à la fois ces équa¬ 
tions, est alors l'intersection (les deux cvlindres. Mais il y aura sou¬ 
vent avantage à remplacer de pareils cylindres par un groupe de deux 
autres surfaces dont les in;ersections comprennent la leur et dont les 
équations soient de la forme F (x, y, z) ~o, 4 >( x, y, s) o, avec deux 
premiers membres F, fonctions continues et à dérivées premières 
continues pour toutes les valeurs finies possibles des variables x, y, z . 
Alors, en effet, et on le verra bientôt (*), pareillement à ce qui a été 
démontré dans des cas analogues (pp. 4 o # et 49 *) au sujet des courbes 
planes et au sujet des surfaces, l'intersection représentée par le sys¬ 
tème des équations non résolues F (x, y, 5) = o, <!>(#, y, 5) =0 sera 
généralement une courbe sans commencement ni fin, ni bifurcation, 
ni jarret, où se trouveront par suite réunies toutes les branches dont 
l'association pourra former un tout naturel, et que représentent sé¬ 
parément les équations explicites y =. f(x), z — q(x), quand /(<r), 
o(j?) sont, par exemple, affectés de radicaux à signes multiples. 

156. -- Tangente aux courbes gauches. 

L'idée de l'existence d'une direction déterminée et, par conséquent, 
d'une tangente en chaque point (.r, y, z) d’une courbe gauche, est 
comprise immédiatement dans notre intuition de toute ligne courbe. 
11 est bon cependant de remarquer qu'il suffirait d’avoir cette idée 
relativement aux lignes planes, pour quelle s'étendît de suite aux 
lignes gauches. En effet, si, dans les deux projections planes ab, a*b* 
(figure précédente, p. 327) de la courbe gauche ÀB, on considère 
deux cordes infiniment petites mk, m'k 1 prolongées jusqu'en t, t\ 
projections d’une corde infiniment petite A1K., prolongée de même 
jusqu’en T, de la courbe AB, il suffira que ces deux tangentes ou po¬ 
sitions limites mt, mît* de sécantes aux courbes planes soient parfai¬ 
tement déterminées, c'est-à-dire que la direction de cordes de plus 
en plus petites ait en m et en m! une limite définie, pour que la posi¬ 
tion de MT ne soit pas moins fixée, vu lïmpossibiiité où elle serait de 
varier, sans qu'il en fût de meme de l'une au moins de ses deux pro¬ 
jections obliques ab, a! b'. 

Donc la tangente MT à la courbe gauche existe, et elle a pour projec¬ 
tions obliques les tangentes mt, m r l r menées aux projections analogues 


(’) Dans le fascicule II, p. 20 -*. 


tavofn'tf a cnk cornD.E gauche, s 3t 

4 e celle courbe. S» X[. jû^ sont les coordonnées «Tun quelconque, T, 
<le ses points (ou coordonnées courantes), æ u y % et .r !? z l seront res¬ 
pectivement celles de t et de t\ cl la tangente MT aura pour équa- 
Uons les équations mêmes de ses deux projections mt, w'/', savoir, 
en appelant y t z f les deux dérivées des fonctions y — f( x ), z r. .r i. 

(t > yt-y - yi-r i--x; t zi—z z\x t — xi. 


Mais, si la courbe AH était considérée comme la trajectoire d'un 
point mobile M, ou que x, y, z fussent trois fonctions données 
x —-/|(/ >, y zrzzf % (t) d’une variable auxiliaire /, on obser- 

verait directement que, le long de la droite MT, les trois différences 
œ \^ x, yi—y, Zi — z } projections obliques de MT sur les trois axes, 
gardent entre elles les mêmes rapports quand le point T se déplace, 
et qu elles sont, par conséquent, proportionnelles à leurs valeurs 
dx ~ x*dt) dy — y*dt* dz ~ z l dt relatives au moment où le point T 
est à la seconde extrémité K de la corde infiniment petite MK. On 
aurait donc, comme équations de la tangente, 



relations qui se réduisent bien à (t) par l'hypothèse t x, c'cst-ù-cîire 
quand on a x' = i et que y, z deviennent fonction de t. 

Knfin, si la ligne proposée AB est définie comme intersection de 
deux surfaces F(x, y, z) = o et *(x, y , z) = o, leurs plans tangents 
en (x, y, 5), lieux respectifs des tangentes menées en ce point aux 
courbes s’y croisant sur chaque surface, devront tous les deux, 
puisque ÀB appartiendra à la fois aux deux surfaces, contenir la tan¬ 
gente MT, qui sera dès lors leur intersection. D’après l'équation des 
plans tangents démontrée vers le commencement de ce Cours (*), les 
deux équations de la tangente seront 


( 3 ) 


/ d? ,?r . 

I dx (^1 — t( - U‘‘—J 


dV 

f 

I d* . rf<f> , rf<i» 

( di {Xi — r ) j\- -y)- jz <.-1- => =o- 


dx • dy 

On les aurait déduites, par exemple, de (1). en observant que les deux 


(*) KHc ne Va en due été, sous la forme employée ici, que dans le Kasrieute 11 
(p. mais, pour déduire cette fornu de la plus simple (17) donnée à la p. <p, 
il snflit de substituer, aux deux dérivées partielles />, q de l'ordonnée r, leurs 
valeurs obtenues, comme on a vu p. mo, en diflercntiant. par rapport à x et à y 
l’équation F ^oo« <l» « 0 de la surface. 
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dérivée** y\ des fonction* implicites y, s de x définie* par le» re¬ 
lations l 1 t.: o, <l» ■*■ o, résultent de* deux relations dérivées 

dV <IV dV . d't» d<b , d<P 

<>r ~ dÿ •’• di 5 • a? dyy*T»* "•* : 

eu multipliant celles-ci par les produits yet z f ( : r t -»r) 

s’en seraient éliminés de suite au moyen de (i), ce qui aurait bien 
donné les équations ( 3 )» 

Remarquons en terminant que, si, à partir du point M, on prend un 
arc de la courbe très petit, ML, dont on considérera également les 
projections obliques mi, m # /\ et si Ton mesure, dans un plan/Q/' 
parallèle aux jys, les écarts respectifs LT, //, l'i* de leurs secondes 
extrémités d‘avec les tangentes MT, mi , m'/' menées aux première* 
M, /«, /n', ces écarts seront du même ordre pour la courbe gauche 
que pour les courbes planes ses projections, c’est-à-dire, en général, 
du second ordre, ou comparables aux carrés soit des arcs ML, mt, 
m 'soit de leur projection oblique PQ sur Taxe des abscisses «*\ 
longueurs généralement de l’ordre de la distance normale des deux 
plans parallèles mPw', IQI\ Eu effet, l’écart LT pour la courbe de 
t'espace est la diagonale du parallélogramme CTC'L construit sur 


rig. 35. 




deux cotés TC, TC' égaux et parallèles aux écarts*/, suivant 0 >\ 
O j, relatifs aux deux courbes ab y a'b\ Or, l'angle CTC' ou yOs 
n otant infiniment voisin ni de zéro, ni de deux droits, il est clair que 
la diagonale LT se trouve de l’ordre du plus grand des écarts U, l'i\ 
La même démonstration s’appliquerait évidemment si la tangente 
MT était remplacée par une ligne quelconque issue de ni, et mi, m f t* 
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par les projections respectives «te celte ligne sur les deux plans des 
xy et des xz m Klle montrerait que l’écart de cotte ligne d'a\ec ia pro¬ 
posée ML, mesuré dans le plan K)l\ serait comparable au plus grand 
des deux, écarts analogues de ses deux projections d'avec celles, ml, 
ni' i\ de la courbe ML. Autrement dit, Y ordre du contact de deu.r 
courbes dans L'espace est celui de Leurs projections respectives sur 
deux plans coordonnés, quand les écarts, dans ces deux plans, sont 
m u tue lie tn ent compa râbles . 

V’â*. — Supériorité de la forme implicite des équations sur leur forme 
explicite, pour représenter à la fois la totalité d’une courbe gauche: 
points singuliers. 

i.Compléments, p. a«r*.) 

1S8. — Parallélépipède infinitésimal et cosinus directeurs de la tangente ; 
de Tare comme variable indépendante. 

Le calcul de la différentielle d'un arcs de courbe nous a conduit, dés 
le début de ce Cours (p. à une construction qui montre bien lt^ 
rapports existant entre la direction de la tangente, ou de l’élément ds 
de courbe émané du point (jr, r, 5) de contact, et les directions de* 
axes» Cette construction consiste en un parallélépipède, qui, ù partir 
du sommet M(x, r, z) f a pour diagonale l’élément même ds ~~ MM’, 
susceptible, à la limite. d’èlrc confondu avec, sa corde, et pour arêtes 
ses trois projections (obliques) dx r--. zi- MP, dym ± Mo, dz-- zz MH. 
sur trois parallèles aux axes, projections qu’on prendra positivement ou 
négativement suivant que, à partir de M, elles seront dirigées clans les 
sens des x>y f z positifs ou dans ceux des x, r, s négatifs. Un tel paral¬ 
lélépipède, qu’on pourrait, pour plus de simplicité, réduire au tétraèdre 
ayant comme arêtes issues du point (.r, y, z) l’élément ds = MM' avec 
ses deux projections (obliques) sur la droite MP parallèle aux .r et sur 
le plan PMQ parallèle aux.rj, remplira évidemment, pour les courbes 
de l’espace, le même rôle que le triangle infinitésimal de Harrow 
(p. 184 ) pour les courbes d’un plan. 

Bornons-nous au cas particulièrement usuel d’axes rectangulaires, 
afin que c/.r, dy, dz soient des projections orthogonales de ds\ et ap¬ 
pelons a, p, y les trois angles que fait, avec les axes des .r, r, z positifs 
représentés par leurs parallèles issues de M, la tangente, prolonge¬ 
ment de la corde ds ^ MM'. Ces angles étant précisément ceux sous 
lesquels ds a pour projections, en grandeur et en signe, dx, dy , dz> 
celles-ci égalent respectivement cfccosa, r/$cos 3 , cfccosYî elles trois 
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cosinus directeurs de la tangente sont, eir conséquence, exprimés par 
les formules 


i'G i 


S dc f/r tlz 

dx * ds ‘ ite 

( où //.v de 1 • dy l —■- dz*. 


La tangente se trouve ainsi menée dans le sens même suivant lequel 
la courbe est censée décrite par un point mobile, c'est-à-dire de M, 
où les coordonnées sont x, r, z. vers \r, où elles sont x-hdx, 
y — c/r, z — dz, et où la variable indépendante (quelconque) / a crû de 
la quantité positive dt^ en meme temps que Tare déjà parcouru s y 
qui se prend ici en valeur absolue, a crû de la quantité non moins 
positive ds. Donc, si, dans les formules (6), on substitue à r/.r, dy^dz % 
d.v, les produits, par dt, des dérivées correspondantes x\ y\ z f } s', le 

radical y x 2 — y 1 '* :■*, valeur de s\ devra être pris en grandeur ab¬ 
solue; et Ton aura, sous une forme un peu condensée devenue fami¬ 
lière, 




oos < a. 3, y > ~ 


I T , V . Z ) 


OU 


s' — \f je’ 1 H- /'* Hh Z*. 


Ces formules atteindront leur plus haut degré de simplicité en po¬ 
sant tzz s comme il a été déjà indiqué au n* io (p. 4^)> cest-à-dire 
en choisissant l'arc s pour variable indépendante. Alors dzzzi et il 
vient 


( 8 > cos x — x, cos 3 — y\ 


cos y — 


♦ 1 


avec #'*-h J'' 1 -f- a'*= t, 


ce qu’exprimaient déjà dans la notation leibnitzienne les formules in¬ 
tuitives (b). Donc, quand on prend , avec des axes reciangulaire$ y 
l'arc comme variable indépendante , les dérivées premières des trois 
coordonnées expriment les cosinus directeurs de la tangente; et la 
condition connue , en vertu de laquelle les carrés de trois cosinus 
directeurs ont pour somme l imité, devient une relation simple 
entre ces trois dérivées . 

On ver; v a bientôt que ces simplifications ne sont pas les seules, et 
combien le choix de Tare comme variable facilite en général Vexpres- 
sion des propriétés des courbes gauches. La raison en est uniquement 
dans ce fait, que la somme x t% -h z f * se réduit alors constamment 
à Limité. Il en résulte, par exemple, que la dérivée de 
le long de Tare, savoir, le double du trinôme x f x*y 1 y*-t-z f z", 
s'annule identiquement; et Ton peut, en joignant à la dernière relation 
(8) cette conséquence qu'elle entraîne, écrire les deux formules, sou- 
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vent utilisées, 

( 9 ) <■/*-. ï* i, «V- o« 

irîO. - - Pian normal. 

Si, par le point M(.r, y f z) dune courbe gauche ÀB, que repré¬ 
senteront en général trois équations de la forme x - - fi(l), y ■—/*(* b 
~ ““/»(*)> on mène dans tous les sens possibles des normales , telles 


1 

i 

i 

i 

0.. 

/ 

/ 

/ 


Fie. ïii. 


/ r 


ps x/\ 




/ \ \ i 

/. \ n V*«*îMi1 

■’ \ 


il 

que MX, à celte courbe, on sait que ces perpendiculaires à la tan¬ 
gente MT ont pour lieu géométrique un plan, PQ, perpendiculaire à 
MT* Ce plan est dit normal a la courbe en M, 

Formons son équation, d’abord dans rhvpothèse d'axes obliques. Un 
quelconque, X, de ses points, dont j’appellerai x u 3, les coordon¬ 
nées (coordonnées courantes du plan), sera caractérisé par ce fait, 
qu il se projettera en M sur Ja tangente MT, ou que la droite MX, le 
reliant à M* dont les trois projections obliques sur les axes sont jt,— a\ 
X\ 'J'* 5 t—*-j aura sa propre projection (normale) sur MT égale à 
zéro. Or on sait que cette projection de la droite MX sur une autre 
droite MT dont on appelle nos a, cos3, cos7 les cosinus directeurs, est la 
somme des projections (.r, — je) cosot, (v t -*v)cos?, (5,-3)0057. 
sur celte droite, des trois cotés d'une ligne brisée allant de M a N, 
respectivement parallèles aux axes des .r, y, z et égaux à .r t —,r, y\ 
5 , — z. Donc l'équation du plan normal sera 

(• r i - -r ) eus 3-.- < — y) cos 3 ~ t — z) co«7 — o, 

Kt si enfin les axes sont rectangles . elle deviendra, en remplaçant, d'a* 
près (7), cos a, cos P, cos 7 par les trois dérivées proportionnelles x t y v\z , i 

(10) x\x x - - x) --yiri — y) — z'( z t - z) « O. 
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fflü. Du plan oscillateur: ses principales propriétés* 

Reprenant un système quelconque d'axes 0 .r, ( h*, O z rectangulaires 
ou obliques, concevons qu'on fasse passer un plan par trois points de 
la courbe très voisins, mais d'ailleurs arbitraires, correspondant à troi* 
valeurs peu différentes /. t r- Af, t *- A i de la variable indépendante, 
et dont j’appellerai les coordonnées, respectivement, .r, r, z\ .r-f-Ar, 
y -r- X%\ z - 5 - As ; :r A'.r* y -i~ X' y, z — A's. Il est aisé de voir que ce 
(dan tendra, quels que soient les rapports des distances mutuelles des 
trois points, vers une position limite parfaitement déterminée, si Fou 
fait tendre les trois points vers un seul en rendant infiniment petits 
A/, A U et, par suite, A,r, Av, As, a\*\ A'v. A's. 

Soient, en effet, jc ty y t , z t les coordonnées courantes d'un plan de 
direction quelconque mené par (.r, y\ si, et 

au A ( j*j — jt \ — B( >1 —y > ■ t U c, -- z ) - n 

*on équation, où les trois coefficients A, B, C (pris de grandeur** 
absolues comparables à l'unité) définissent la direction du plan par 
leurs rapports mutuels, seuls à considérer, lCxprimer que ce plan 
est justement celui qu'on veut mener, ou qui passe par les point* 
{ .*• -b A»r, y ~b Av, z -t- Xz ) et (.r -r- A',r, y a- A f y, z -t- A' s), c'est évi¬ 
demment écrire que son équation se trouve satisfaite quand — a\ 
V| — v, z x — z y deviennent soit A Jt y Av, A s, soit X'.r, A 'y, A 'z. Les deux 
équations déterminant des rapports mutuels de A* B, C seront donc 

A Xr — B Xy - ■ C Xz -- o, A AV — U A r y - - C X z ■— o. 

On peut les diviser respectivement par A/, A'f, et substituer même 
ensuite à la seconde sa différence d’avec la première; ce qui donnera 



Or, supposant continues dans la région étudiée les dérivées première* 
et secondes des fonctions .r, v, z de l, développons par la formule de 
Taylor les petits accroissements A.r, A y y As et A'jp, A r y 9 X z de ces 
fonctions, pour les deux accroissements respectifs Al, A'ide la variable. 
St nous appelons x\ y\ z\ j? w , y”, z p les dérivées des deux premiers 
ordres de jc> y , z , prises pour le point (jt, j, z) de la courbe ou pour 
la valeur l, de la variable, à partir de laquelle se comptent les accrois- 
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ÎJ7 

semenla, nous aurons, sous fa forme condense# qui nous est habituelle, 
en représentant simplement par quelques points des termes complé¬ 
mentaires dont le rapport à (£*)* ou à (V*)* sera nul à ta limite. 


03 ) 


(Ajr, Ajr, As J (V.j', v'/Af fV, /, 

* 

( < A'*, Ay, y « I —1 ( j?', y, 5' 1 A7 — ( j:% y\ 


(A/ j* 


* 

( A'/ 

j. 


Knfiit ccs valeurs, portées dans les deux équations (12}, les réduiront, 
après division de ta seconde par JtA't--At) et suppression finale, 
dans chacune, des termes dont l'ensemble s'évanouit avec \t et A7, à 
celles-ci, généralement distincte^ Tune de l'attire. 


04) A y. ny- Cz =.- o, a .r* ny- -Cj* «. 

Donc le plan en question s'approche bien d une limite déterminée, 
la même quel que soit le rapport, constant ou variable, des deux ac¬ 
croissements évanouissants A/, A7. Rien n'empèche, par exemple, de 
faire tendre vers zéro Tun de ces deux accroissements, A/, avant 
l'autre A f *. Alors les deux points (.**, y, 5), ( jc h- Ajc, y — Av, z -- As) 
se confondent en un seul, et la corde qui les joint devient une tan¬ 
gente, tandis que le troisième point (j r -r- A' x, y -r* A'j', 5 -4- A f ^) reste 
encore distinct. Ainsi, la position limite d’un plan est la même,soit 
qu’on le mène par trois points de la courbe voisins et qui tendent à 
se confondre, soit qu'on le mène par deux tels points et suivant la 
tangente à la courbe en l'un d’eux. 

(3c il résulte de là que, dans le voisinage du point commun , la 
courbe s’éloigne moins de ce plan limite qu'elle ne ferait de tout 




' l ê * 



autre. Car, soient: M le point commun, M r un point de la courbe voisin, 
MT In tangente en M, M'T la distance de M'a celle tangente, produit 
de la corde MM* parle sinus de l'angle évanouissant TMM\ Pour 
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qu'un plan ?oit Ici, rjüC la courbe son éloigne lé mollis possibledans 
le voisinage de \l, il doit d'abord évidemment passes* par ce point M. 
Et il faut meme de plus qu'il contienne la tangente MT : sans quoi H 
ferait avec elle un angle fini et f par suite, sensiblement le meme angle 
avec la corde MM', de sorte que la distance de M' au plan, produit 
de la corde MM' parle sinus de cet angle fini, serait incomparable¬ 
ment supérieur à M'T, alors qu'elle est visiblement moindre pour 
les plans menés suivant MT. Soit donc PQ un de ces plans (contenant 
MT), M> sa distance à M' et, par suite, M'Tjx l’angle qu’il fait avec 
le plan MTM' mené suivant la tangente MT et le point M'. Le triangle 
M'Tja, rectangle en jx, donnera M'jx-— M'T sinM'T »x. Donc, si le plan 
PQ n’est pas la limite vers laquelle tend le plan MTM' quand MM' 
s'évanouit, Tangle M'Tu, ne s'annulant pas pour MM'~ o, aura une 
valeur sensible; et la distance M';x du point M'au plan sera de Tordre 
de sa distance M'T d'avec la tangente, alors qu’elle deviendrait incom¬ 
parablement plus faible si sinM'T *x tendait vers zéro. Par conséquent, 
le plan dont la courbe s'éloigne le moins aux. environs du point Mest. 
comme on voulait le démontrer, la position limite de celui qui passe 
par la tangente MT et par le point M' tendant vers M. 

C'est pourquoi on l'appelle le plan oscillateur à la courbe en M. Il 
est (autant que possible) pour la ligne gauche, près du point de con¬ 
tact M, ce qu’est le propre plan d’une courbe plane pour cette courbe, 
savoir, celui dans lequel tourne la tangente aux environs de M. 
Menons en effet la tangente au point M', que nous supposerons avoir 
été d'abord confondu avec M, mais s’en être éloigné très peu, et 
appelons x Ax, v H- Av, z — \z les coordonnées de M\ D’après les 
formules (a) [p. a 3 j], la direction de la tangente sera définie par les» 
dérivées premières de ces coordonnées, dérivées égalant leurs valeurs 
•*'. /t z* relatives au point M accrues de petites différences, Ajc', A y\ 
AV, dont les rapports à l'accroissement simultané A£ de la variable 
entre M et M'sont à fort peu près les dérivées secondes x* , r\ s f pour le 
point M. Nous verrons plus facilement comment tourne cette tangente 
en lui menant par le point fixe M une parallèle, dont la rotation fera 
juger de la sienne. Or, si x ly y u z x désignent les coordonnées courantes 
de la parallèle ainsi tirée, sa direction sera définie, comme on sait, 
par les trois différences æ x — ,r, y x — y y z x — z y en même temps que 
par les trois dérivées x* Ajt', v'-r Av', y-h As' ou, sensiblement, 
,r' h- x n A/, y^ry* AJ, z* z* Af, que Ton vient d’évaluer. Et ses équa¬ 
tions s'écriront 


(«5> 




ses mvnmr.fi ruornnîTtfs r.r Dicrixrnoxs. 

Of r avec ces éqttattotts très approchées* qui tiennent compte (à des 
erreurs relatives près évanouissantes) du changement de direction de 
la tangente près de Ai, la parallèle en question est située et tourne 
bien dans le plan oscillateur. Car les coordonnées dr f , r,* z t d’un quel¬ 
conque de ses points* ayant leurs excédents sur j\ y, z proportionnels 
aux trois dénominateurs de ft.>)* changent l'équation (m du plan en 
celle-ci, 

M*'— s if » — ni/-/y, -- Cl z-*- z*\t > — o, 


verihee identiquement d'après les conditions 
rapports mutuels de À, Ü* 0. 


(14) déterminant 


les 


On toit, par cette dcuioihlnilion, que le plan oscillateur contient 
non seulement la tangente à la courbe en son point de contact avec 
elle» mais aussi une parallèle à une tangente différant infiniment peu 
de celle-là en direction, c'est-à-dire menée à la courbe en un point 
infiniment voisin; et l'on peut dire que le plan oscillateur est encore 
la limite des plans menés suivant une tangente et parallèlement à 
une autre tangente, quand celle-ci se rapproche indéfiniment de 
la première . 

Lnfin. l écart .\Fji, sur la figure précédente, de la courbe d’avec 
son plan oscillateur en M, étant incomparablement plus petit que 
celui M'T du même point Al' d'avec la tangente MT, se trouve atteindre 
un ordre de petitesse supérieur au second et* par conséquent, en gé¬ 
néral, le troisième, par rapport à la distance M'AI où l'on est du point 
de contact; car on a vu (p. 23 a) que 1 écart AF T d'avec la tangente 
est du second ordre, quand les deux projections de la courbe sur les 
deux plans des æy et des *r$ ont leur courbure finie. Donc le contact 
d'une courbe gauche avec son plan osculateur est généralement du 
second ordre . 

On aurait pu le déduire directement de la manière même dont le 
plan osculateur a été obtenu, savoir, comme limite des positions d’un 
plan mobile mené suçant trois points de la courbe voisins. En efl'et, 
la projection (orthogonale) de la courbe gauche sur le plan mobile 
passe par ces trois points; d'où il suit que les propres projections 
(obliques), sur les plans des .rvet des arz y de cette projection coupent 
les projections analogues de la courbe gauche aux endroits où s‘v pro¬ 
jettent ces trois mêmes points. Or, à la limite, les triples intersections 
ainsi produites dans les plans des *ry et des æz deviennent, comme 
on sait, un contact du second ordre; et la projection (orthogonale! 
de la courbe gauche sur son plan osculateur a par conséquent, en 
projection sur les plans des jry et des az^un contact du second ordre 
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avec cette courbe gauche,. D'après le principe presque évident dé¬ 
montré à la fin (lu ti° 150 (p. ?, 33 ), elle aura donc également avec elfe 
un contact du même ordre dans l a ef»pace; ce qui revient à dire que 
les distances de la courbe gauche au plan, prés de M, seront d'un ordre 
de petitesse supérieur au second et, généralement, du troisième. 


lül. Équation de ce plan. 


Pour former l'équation du plan nsculateur, il suflil de déduire des 
relations (i \ qui, divisées par C, sont deux, équations du premier 

degré en ‘\i -!» les rapports mutuels de A, B» C, et puis de substituer 

res rapports à A, B, il dans (t i ). En procédant ainsi, l'on trouve d'abord 


A 

t: 



n 

T’; 


z y 





» 


ce qui revient à poser la double proportiou 


« iti) 







et ia substitution à A, B, C, dans (u), des binômes proportionnels 
figurant en dénominateur, donne enfin l'équation cherchée du plan 


| uyt — — H j|— y 1 

M/ ' / Zi — z)~ O. 

On saisit facilement le genre de symétrie de ces formules (16) et 
M7)aumoven de ce qu'on appelle les permutations circulaires ou 
permutations tournantes effectuées sur des lettres analogues. Divi¬ 
sons un cercle en un certain nombre de parties égales, savoir, dans le 

cas actuel, en trois parties; puis écrivons, près 
des points de division successifs, les trois let¬ 
tres A, B, C (qui désignent des quantités ana- 
logues^, suivant leur ordre convenu; et, de 
meme, les lettres analogues jc\ y # , s! et x", 
On effectuera une permutation circulaire 
ou tournante sur certaines lettres, lorsqu'on 
remplacera, dans une formule, chacune des 
lettres ainsi inscrites par la lettre analogue qui 
vient après sur le cercle, et que Ton rencontre 
en faisant le tour de ce dernier dans le sens de la flèche. Par exemple, 
une permutation circulaire effectuée sur À, donne B; sur B, elle don¬ 
nerait C, et, sur C, elle donnerait A ; etc. 
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Cela entendu, opérons une permutation circulaire *ur le premier des 
rapports {16), et nous aurons le second; de même, une permutation 
circulaire eliéditée sur le second donne le troisième; etc. Donc, il 
suffit de s*s rappeler un seul des rapports (i6), pour en déduire les 
deux autres par une ou par deux permutations tournantes effectuées 
sur son expression. Chaque terme du premier membre de (i- ) se dé¬ 
duit de meme du procèdent par une permutation tournante effectuée 
sur toutes ses lettres. 


hj*. — mijiuiue principale et mnormaiô. 

On appelle normale principale à une courbe, eu un point, l'inter¬ 
section du plan normal et du plan osculatcnr menés nu même point : 
eest, eu d'autres termes, celle d'entre les normales qui se trouve dans 
le plan oscillateur et qui, par conséquent, deviendrait la normale orili- 
nuire si la courba était plane, 

l.es équations de la normale principale seront donc les équations 
memes, (10 j et ( 11). des deu\ plans normal et oscillateur. La première. 
(»o), suppose la rectangularité des axes ; eu sorte que nous devrons 
nous borner à cette h\pothèse. Et, pour arriver à une forme très simple 
du système ainsi formé par (loi et 111), nous supposerons de plus l'arc ,v 
de la courbe choisi comme variable indépendante. Alors le» équations 
(KM et (i ij, qui déterminent complètement les rapports mutuels des 
différences Sl - r% seront satisfaits par la substitu¬ 

tion. a ces différences, des trois dérivées x". y*, y, qui les transfor¬ 
mera respecthument en la seconde (9) et la seconde («4). Donc ces 

relations 110) et (11) reviennent, avec la variable .v choisie, à la double 
pniportiot» 


(iSj 


r 


1*. 




y 


v y «j 

— “ f — 


Telles sont les deux équations, aussi réduites que possible, de la nor- 
male principale. 

La perpendiculaire menée an plan oscillateur par son point r, s) 
de contact, se trouvant à angle droit sur les directions, que comprend 
ce plan, de deu.r éléments successifs de la courbe, est, en réalité, 
doublement normale : aussi a-t-elle reçu le nom de binormate. One les 
axes soient, ou non, rectangulaires, ses co-inus directeurs sont, d'après 
l'équation (11) du plan osculaletir, proportionnels aux coefticients A , 
l > de-jy— — r, 5 , — j; car, si l'on conçoit une droite qui ait ses 
cosinus directeurs représentés en effet proportionnellement par Y, 11, C. 
chose qu’on sait être loujoui s possible, et si on l'appelle, pour abréger! 

U. — I. Partie élémentaire. 

? ii 
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ta J toi te ou ia direction (A., il, C), les trois projections (obliques) 
x, -.r, v,-- v, 5, — z, sur les axes, «le la droite qui joint le point 
(. r , j, z) à tout autre point (,r|, v,, ^i) du plan dont il s'agit, mul¬ 
tipliées respectivement par A, 1 $, C et ajoutée-, représenteront «!•• 
un-nie proportionnellement la prnjeeliou normale de celle droite «In 
plan sur la direction (A, B, C). Or l équation 11 <.1 montre «pie la pro¬ 
jection ainsi obtenue est nulle, ou que cette direction (A. B, C) est 
perpendiculaire à la «boite quelconque considérée du plan; ce, qui 
implique bien la normalité de la direction dont il s'agit, au plan lui- 
uu'ine* 

Cela posé, formons, dans llnpotlièse d'axes rectangles, les équa¬ 
tions de la binomiale, dont nous appellerons x V|, s, les coordonnées 
courantes. 11 est clair que les projections (alors normales) sur les axes, 
j-, — x, — r, — ;, de sa partie allant de (y, y, z) à (x,, v,, «i l. 
égaleront les produits de cette partie par les trois cosinus correspon¬ 
dants, proportionnels à A, D. C ou, par suite, aux trois dénomina¬ 
teurs des fractions (16). Les équations de la binonnale seront donc 



DIX-SEPTIÈME 



SUITE DE L'ÉTUDE 


DES COURBES GAUCHES : CERCLE OSCULATKUU: 
COURBURE ET * CAMBRURE. 


i(î3. — Du cercle oscillateur à une courbe gauche. 

Poursuivons l'idée qui nous a conduit à la notion du plan oscula- 
teur, ou, autrement dit, considérons sur la courbe trois points voi¬ 
sins quelconques, 

(*r, y. js), (x-r A«r, v — Ar. js^\s\ t <> * - A>, y Av. c a ’s), 

tendant à se confondre eu un seul M; mais, après avoir mené le plan 
de ces trois points, traçons le cercle, parfaitement déterminé, qui 
les contient tous les trois, en même temps, si l'on veut, que la projec¬ 
tion orthogonale déjà considérée de la courbe sur le plan, et toute 
autre ligne (plane ou gauche) définie, passant par les trois points. A 
da limite, ces diverses lignes auront avec la courbe proposée un con¬ 
tact du second ordre, puisque leurs deux projections obliques sur les 
plans des xy et des xz en offriront à la fois un de cet ordre, produit 
par la réunion des trois points d'intersection voisins. 

Et i on obtiendra bien ainsi toutes les lignes possibles qui ont avec 
la proposée, au point M, un contact du second ordre, caractérisé 
(p. 233 ), en projection sur les deux plans des xy et des par 
des écarts mutuels du troisième ordre de petitesse dans le voisi¬ 
nage. Autrement dit, une telle ligne pourra toujours être supposée 
la limite d'une courbe variable qui présenterait avec la proposée, 
pour les abscisses respectives a , x ~ \ ,r. x A'jt, trois inter¬ 
sections tendant à se confondre. Car nous savons que ses projections 
sur les plans des xy et des us, par le fait même qu'elles offriront des 
contacts du second ordre avec les projections analogues de la pro¬ 
posée, seront, dans leurs plans respectifs, les limites de ligues va¬ 
riables, ayant séparément a\ec ces projections trois points communs, 
dont les abscisses se trouveront arbitraires (p. pourvu qu'elles 

tendent vers la limite unique assignée. On pourra donc uUribetir à 
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ces abscisses les valeurs jr, ju A», Jf -r- pareilles sur les deu\ 
plans des rc et «les xs, afin que les deuv lianes variables de ces plans 
considérées ainsi soient bien les «leu* projections d'une même ligne 
tfc l'espace avant ses trois points d abscisses .a*, j* + -ir, x -r* A com¬ 
muns avec la combe proposée, et oui ternie en même temps vers la 

ligue fixe voulue. 

Mais revenons, eu particulier, au cercle passant par les trois points 
voisins dont il s'agit, 

( u\ r , z ), ( X - r- v -r- AV, z — \z i. i x H- A ’x, y H- AV, Z — A ^). 


\ la limite, ce cercle, alors situé sur le plan oscillateur, se trou¬ 
vera parfaitement défini; car son plan étant détermine, ain*d <|ue la 
direction et la courbure de ses deux projections obliques sur le» deux 
plans des xv et des xz aux endroits où se projette obliquement le 
point <lo contact, cela revient à se donner, outre sa tangente en ce 
point, la grandeur avec le sens de son rayon dont dépendent les cour¬ 
bures de ses deux projections, lit il sera le cercle oscillateur commun 
de toutes les courbes dont il u été question. En effet, un cercle ditï'é- 
rent passant par M ne pourrait avoir un contact du môme ordre avec 
Tune quelconque de ces courbes sans en avoir un aussi du second 
ordre avec lui, l'écart mutuel de ces deux cercles, mesuré dans un 
plan parallèle aux rs, étant évidemment inférieur à la somme de leurs 
écarts respectifs, dans le môme plan, d'avec la courbe supposée en 
contact du second ordre avec chacun d'eux. Or deux circonférences 
qui, aux environs d'un point commun 51, ne s'écartent l'une de l’autre 
que de quantité* d'un ordre de petitesse supérieur au second, ne sau¬ 
raient être dans deux: plans différents; car chacune d'elles présenterait, 
comme toute courbe, des écarts au moins du second ordre avec un plan 
qui ne serait pas son plan oscillateur et, par suite, avec toute courbe 
tracée dans un tel plan. Ainsi, les deux circonférences auraient, dans 
un môme plan, un contact du second ordre; ce qu'on sait, par la 
théorie du cercle oscillateur aux courbes planes, être impossible à 
moins qu'elles ne se confondent. C'est dire que le cercle limite obtenu, 
en contact du second ordre tant avec la courbe proposée qu'avec sa 
projection sur le plan osculateur et avec les autres lignes indiquées, 
est, de tous les cercles possibles, celui qui, près du point M, s'éloigne 
le moins de chacune en particulier de ces courbes. Autrement dit, il 
constitue bien leur cercle oscillateur. 


Il reste à voir, pour déterminer le centre et le raton du cercle oscil¬ 
lateur, quelle est, au point de vue anahtique, la liaison mutuelle de 
ce cercle et des autres lignes, en contact réciproque du second ordre. 
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A cet effet, considérons-ïes, non pas. tout de suite, clans leurs posi- 
lions limites, mais alors qu'elles passent par les trois point-* voisins 
<.r, v y z ), (x 4- A,/*, y -r* Ay, z -H As), (je y jr t y - - V v, z z ) ; 
et supposonsdes décrites toutes à fa fois, d’un mouvement continu, 
par des mobiles qui arriveraient ensemble en chacun des trois points 
donnés, aux époques respectives /, /—A/, / --AV. Ce mmiwmieut 
pourra être, par exemple, tel, que les mobiles se trouvent constamment 
dans un plan parallèle aux yz ou aient leur abscisse .z» commune; en 
sorte que leurs distances soient ces écarts mutuels des courbes, que 
nous venons de considérer. Formons, dans chaque courbe, les ex¬ 
pressions ( i 3 ) [p. a 3 ; } de A jc> Av, As, AV, A' v, A -s, et puis, après 
les avoir divisées respectivement par A t et AV, celles dis différences 
A> A.r A' v Av A'ü As . AV - A/ 

T7 “ Tt * xl ~ ti ’ y/ “ 17 ’ , «' u seronl (x ~ • • • * ,.* etc - 

ï . A.r 2 /A\r Ar\ 

Les rapports — ? -— ( — - — ^ ... étant communs a toutes 

les courbes, leurs limites æ\ ,c", ... y seront les mêmes; et, par con¬ 
séquent, dans les courbes en contact cia second ordre , les trois fonc¬ 
tions jp y y s z de t auront, au point commuai j\ y, ;i, non seulement 
mêmes valeurs, mais aussi mêmes dérivées premières et secondes . 

D'ailleurs, en attribuant à jc\ y', z a**, r", z”> dans les trois pre¬ 
mières formules (i 3 ), ces valeurs communes à toutes les courbes don¬ 
nées, et en y faisant varier A / à partir de zéro, pour que A.r, Av, \z 
soient les variations simultanées des coordonnées le long d'un petit arc 
quelconque d'une des courbes, on voit que, dans toutes, ces variations 
à un même moment ne différeront que par les termes non écrits, dont 
l'ordre de petitesse est supérieur au second; de sorte que les écarts 
mutuels des mobiles décrivant à la lois les courbes et, par suite, les 
écarts mêmes de ces dernières, n'atteindront pas le second ordre. 
Autrement dît, le contact entre les courbes est bien de cet ordre dès 
que Jp y Yy z f avec leurs dérivées premières el secondes, ont valeurs 
communes au point donné. 

Ces conditions analytiques, ainsi prouvées suffisantes pour qu'un 
contact soit du second ordre, reviennent k dire que l'on pourra attri¬ 
buer aux courbes deux points communs infiniment voisins et, en ces 
points, memes tangentes ou mêmes plans normaux. Car la connais¬ 
sance de la tangente en un premier point (*r, y, z) équivaut à s'y 
donner les dérivées or', y\ z\ et celle de la tangente en un point voi¬ 
sin, dont les coordonnées prendront à la limite, en tenant compte de 
leurs petits excédents sur y, z, les formes jp h- a* f dt, y - y’eft. 
z 4 - z f dty équivaut à s'y donner de même les dérivées premières des 
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coordonnées; dérivées pareillement rédirctrbfe* h \r'— x*dt, y f t- y*dl } 
s'-r- zdt, ou iiii|»ltr(uani la connaissance de x% Y% -s’#» P°* nt 
( V) v. z). vu le rôle des petits changements de direction exprimés 
par vVh w//, non moins essentiel ff«e celui des petits chan¬ 

gements simultanés de situation ,v dt y y dt f z cil. Kt le planoscula— 
leur en (/, v, J), que détermine la tangente en ce point avec une 
parallèle à la tangente voisine, se trouvera également le même pour 
toutes les lignes considérées. Or, dans le cercle, le centre e*l à l'in¬ 
tersection des dent plans normaux et du plan osculateur qui lui sont 
communs avec les auLres lignes, notamment avec la courbe gauche 
proposée. Donc, comme ce plan oscillateur et le premier plan normal 
se coupent suivant la normale principale correspondante, on pourra 
énoncer le principe suivant : 

Le centre du cercle osculateur d'une courbe gauche , pour "n 
point donne, se trouve à l intersection de la normale principale en 
ce point par un plan normal in finiment voisin, c'est-à-dire à la 
position limite du point ou cette normale principale perce un plan 
normal y ni se rapproche d'elle indéfiniment. 


pi*. _ Coordonnées du centre et rayon de ce cercle* 

Ce principe conduit aisément à l’expression des coordonnées, que 
j appellerai jt „ v„ z t , du centre du cercle osculateur pour le point 
(.r, r» 5) de la courbe gauche proposée. Supposons les axes rectangu¬ 
laires, et prenons l’arc s de la courbe pour variable indépendante, afin 
que les équations de la normale principale se réduisent à (i8)[p. 24 r j' 
Le plan normal qui la contient aura l'équation (îo) [p* a 35 ] et, le 
plan normal voisin, la même équation, où seulement j , v , z et x t y\ z 
se trouveront accrus de leurs différentielles dt } y* dty z c//ct,t* di , 
y”dt, z f dt. Or, comme il s'agît de considérer un point commun aux 
"deux plans normaux, ou que x t9 Vj, z x seront les mêmes dans les deux, 
l'équation du second peut être remplacée par sa différence d mec celle 
du premier, différence divisible par dt\ ce qui donnera, comme pre¬ 
mier membre de la nouvelle équation, la dérivée du premier membre 
de (îo) le long de Parc ds obtenue en traitant .r,, v v t , z x comme des 
constantes. Cette dérivée se forme sans difficulté; car, par exemple, 
pour le premier terme x J (x x *—a?), dont les facteurs x* et JT| —.r ont 
respectivement pour dérivées x* et —elle est Jr*(.ri •£■) x *• 
En observant que la somme de — a ri y —^v ,f et — z’* vaudra ici — i 
d'après la première (9) [p. $ 35 ] et en faisant passer ce terme — 1 dans 
le second membre, nul jti<qiie-!i», l'équation substituée ainsi a colle du 



fi£ «rn cepci-e oscvi.atecr. 

second plan normal, el qui devra être' jointe aux deux (r8) de la nor¬ 
male principale, sera 

( 0.0 ) r , - r ) — r t — v ) -- s”* z x — s i — i. 

Or, si nous ajoutons terme à terme les trois rapports (ï8) après les 
avoir multipliés respectivement haut et bas par x", r'\ c". nous for¬ 
merons le nouveau rapport égal 

.r \ .e y — x ) — v"( ri -.v » — — z \ 


Nous pourrons évidemment, en même temps que nous égalerons celui- 
ci aux. autres, substituera son numérateur la valeur i tirée de (20)* 
et exprimer par le fait meme, dans l'égalité multiple ainsi obtenue, 
que ce numérateur vaut bien effectivement [‘unité, ou que l’équation 
fao) est vérifiée* Nous sommes donc libre de remplacer [‘ensemble de 
Téquation (cio) et des deux proportions (18) par la triple proportion 


fai) 



et la comparaison de chacun des trois premiers rapports au quatrième 
donne enfin les coordonnées cherchées x x , v x , Sj du centre du cercle 
ou plutôt, ce qui revient au même, leurs excédents sur celles, Xy v, s, 
du point de contact, 


( >/> ) 


(•'*i 


Vj — V» 5, — S) - 

* * V * 



Ces trois différences x { — x t V| — \\ -t— z sont les trois projections, 
sur les axes, de la droite joignant le point de contact (.r, r, z) au 
centre (x,, v t , v,), c’est-à-dire du rayon même du cercle oscillateur, 
raton que j'appellerai H comme dans l'élude des courbes planes, mais 
que je prendrai en valeur absolue. Il égalera évidemment la racine 
carrée de la somme des carrés des seconds membres de (sa)* Son ex¬ 
pression sera donc, après une réduction évidente. 


< *3 ) 


a =* 




* 


et, dès lors, l’introduction de H 2 en facteur, à la place du dénomina¬ 
teur commun s" 2 , permettra de donner aux relations {T*) 

la forme, aussi simple que possible. 


< *2 {) 


Xi 


x 


Rix 


v, 


v= R \y\ i|-ir= RÎ 5 


Telles sont les formules qui, exprimant, pour le cercle oscillateur 



AXOLft DP. COSTIXOEWE p'tWE COURBE ÛAtrUIff.; 

iPtine courbe gauche, te rayon K émané fît» point de contant cl >,es 
troi* projections sur les axes, permet Iraient d'en construire Ko centre 
dan* t'espace et de tracer ensuite ce cercle dans Je plan oscillateur. On 
n'oubliera pas quelles doivent leur extrême simplicité au choix de 
l’arc comme \anahle indépendante, cl que, si Ton avait à la place 

une autre variable quelconque ou si le symbole — devait être rem¬ 
placé par -, - ■ f les dérivées ,r% y% z” deviendraient 


s fit 

l ri / i r/ r \ 
s' dt s s fit ) 


1 if . (L \ 
7 lit \ s' / 


s 1 x — .r $ s 


etc., 


avec l'expression suivante du carré de la dérivée de Tare, 

ç'S y‘i _4_ y ** .— js *36 * 

» 

d'où résulte, en ditiférenlianl, pour le produit sV lui-méme, la valeur 

.vV ~ *r'jr'— vV^t z’ z". 


165*. — Cosinus directeurs de la normale principale et de la Anormale. 

(Compléments, p. no*.) 

166. — Angle de contingence; son calcul par la considération 

des normales. 

Soient MM' un arc infiniment petit ds de la courbe gauche proposée 


Fig. % 
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AB, et MCX, M'GN'Ies traces de deux plans normaux consécutifs 
PGM, PGM' sur le plan mené par la tangente MT en M et le point 




CAI.cn. !> F. CE,T AKtïl.E AU MtiYKN DF.â PUAXS XOfttfAC X-. ïfa 

voisin M\ Ce plan, presque confondu avec Je plan oscillateur construit 
suivant MT, qui est sa limita, coupera l'intersection GP des deux, plans 
normaux en un point G infiniment proche de celui où la couperait le 
plan oscillateur et, par suite, infiniment voisin aussi du centre (./•,, 
du cercle oscillateur. On pourra donc prendre G pour ce centre et MC 
pour le raton R du cercle. De plus, le plan TMCM'sera encore infini¬ 
ment voisin en direction de celui, dont la limite est également le plan 
oscillateur en M, qui contiendrait la tangente MT avec une parallèle à 
la tangente voisine M'T\ et qui, ain>i perpendiculaire aux deux faces 
de t angle dièdre MCPM , le couperait suivant son angle rectiligne* 
Ce dernier est donc la projection de MC\P sous, un angle infiniment 
petit et a avec Mf AP un rapport tendant vers 1 unité ; ce qui revient 
a dire que I angle MCM f peut être pris pour la mesure du changement 
de direction éprouvé par le pian normal le long de l are élémentaire 
intercepte MM'ou //.*, Le même changement est encore évalué par 
l’angle de deux droites, O t } O t\ tirées, à partir d'uu même point de 
I espace, I origine O par exemple, perpendiculairement aux deux plans 
normaux considérés, ou parallèlement aux deux tangentes .MT, MT; 
car on sait qu un pareil angle tOi\ formé dans un plan perpendicu¬ 
laire à 1 a rote CP du dièdre MGÏ > M / , a ses côtés perpendiculaires à 
ceux du rectiligne suivant lequel ce dièdre se trouve coupé par le 
meme plan, et qu il est par suile son égal, ne pouvant (vu leur valeur 
infiniment petite) être son supplémentaire. 

L’angle f 0 /\ dont les côtés sont respectivement parallèles aux deux 
tangentes consécutives MT, M T', et l'an-le MCM’, qu' on peut regarder 
comme formé par la normale principale en M et par une normale la 
joignant à partir du point voisin M 1 , mesurent donc le changement 
commun de direction soit de la tangente, soit du plan normal, le long 
de lare infiniment peliL MM* ou rts. Ils sont ce qu'on appelle, comme 
dans le cas plus simple de deux tangentes ou normales consécutives 
d une courbe plane, 1 angle de contingence .* nous le représenterons 
toujours par </0, 

(connaissant déjà le rayon MG -== R du cercle oscillateur, évaluons 
d'abord </0 au moyen du triangle MCM f , analogue à celui de la 
page 199* La proportion des sinus y donnera de même, évidemment. 

, , 1 di) 

t»9) rr « 


et, par suite, en substituant finalement à R sa valeur (a 3 ). 

( 3o ) f/0 — ~ a v'â z' 1 </s 

K 



J J*J 


COL'RBrRK Et CAMBIHRK »Vxr cocnBE GArcilE. 


I67\ - Calcul de l'angle de deux droites voisines, définies par leurs 

cosinus directeurs. 

(Compléments, p» 21**.) 

108*. — Angle de contingence, calculé par les tangentes* 

{Compléments, p- 2 * 3 *.) 


m. ~ Courbure d'une courbe gauche. 


Il c<l naturel, pour une ligne "anche comme pour une ligne plane, 
d'appeler courbure en un point le changement de direction, dft y qu é- 
protive la tangente ou le plan normal sur une longueur infiniment 
petite ds y rapporté à l'unité de longueur, c'est-à-dire divisé par ce 
chemin infiniment petit du le long duquel il se produit. La courbure 
sera donc encore le quotient de l'angle de contingence par 1 arc 
élémentaire correspondant th\ et la formule ( 3 o) donnera 


<K> 


i 1 / 

cour hure ou y- - - ~ — y .r 


,*>2 +' y 0 t 5 **. 


La courbure est donc exprimée, pour les courbes gauches comme 
pour les courbes planes, par l'inverse du rayon du cercle osculateur. 
Aussi ce cercle s'appelle-t-il encore cercle de courbure; son centre, 
centre de courbure . et son ravon, rayon de courbure . 


170*. — Angle de torsion d'un arc infiniment petit de courhe gauche. 

( Compléments, p. at3*. ) 

171*. — De la cambrure en un point d*ane courbe gauche. 

(C.t>mpl» ; ment$. p. •>!.>*.) 


172 *. ~ Gomment toute courbe gauche peut se déduire, par torsion, 

d'une courbe plane. 

(Compléments, p. >ni*.) 



DIX-HUITIÈME LEÇON. 


DES SURFACES COURBES; PLAN TANGENT ET * POINTS SINGULIERS ; 

NORMALE; - LIGNES DE PENTE* 


173. — Plan tangent à une surface. 

D'après ce qu'on a vu au n° VI {p. 9») et plus complètement au 
n° Vâ* (dans le Fascicule lï, p. $9*)* toute surface dont l'équation en 
coordonnées rectilignes est de la forme F(.r, y, s) --une const. c. 
avec un premier membre fonction continue de *r, v y z et à dérivées 
premières continues, admet généralement, en chacun (j\ v, z) de ses 
points, un plan tangent , dont elle s'écarte, à une petite distance tout 
autour du point de contact (,r, v, z), de quantités comparables au 
carré de cette distance, et qui est le lieu des tangentes menées, au 
même point, à toutes les courbes s'v croisant sur la surface. Il n'v a 
d'exception que pour les points, dits singuliers, propres à certaines 
de ces surfaces, et où s'annulent à la fois les trois dérivées partielles 
de F en .r, y, 

Si l'équation de la surface a été résolue par rapport à s, ou mise 
sous la forme z --- /(.z\ y), et que />, q désignent les deux dérivées 
partielles en æ et en y de l'ordonnée 3^/(.r, v), nous avons trouvé 
(p. g5) comme équation du plan tangent, avec Y v> z x pour coor- 
données courantes, 

Ai) **1 *— z />(>,— .r >-+■ q(y 1— v). 

Mais, quand l'équation de la surface est, plus généralement, 
F(*r, v, z) r= c, on a obtenu pour celle du plan tangent (dans le Fas¬ 
cicule II, p. et l'on trouve, d'ailleurs, de suite, en portant 

dans (1) les valeurs de p et q qu'a données, au n" 66 (p. rio), la 
différentiation de F(jr f jr, s) 

dV . dV dV 

' O 7 Ü ‘-• ri “ r) - <lr '•*■> ~ v) tïs "• 

Par exemple, une surface du second degré rapportée à son centre et 
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à trois (léfTïi-di«'im«j(res conjuguas Avant son équation de Fa forme 


gpl y i- 

A ^ H *" U 


avec trois constantes positives ou négatives A, IF, G. les dérivées par¬ 
tielles du premier membre F(.r, y, z) y après division par le facteur 


'omniun v sont ■?; et l'équation (2) du plan tangent y de- 

*■ A U L 


vient 


ri. r x ~ jt ) ^ y(v x —y) zi s t -f) 

a ~h ..<; 


«1 yn 

A~ H 


.H y* s* 

v ~ if c 


Remplaçons le second membre par sa valeur 1 tirée de ( 3 ); et cette 
équation du plan tangent à une surface du second degré prendra la 
forme, parfaitement symétrique en x et x t , y et y tJ z et 

,, yy% zz ' _, 

( 4 » ~â h ' ' 

On remarquera quelle n est pas moins du premier degré par rapport 
aux coordonnées x, y, s dix point de contact que par rapport aux 
coordonnées courantes Xj. t*j, s x * 

Knfin on peut, comme il a été expliqué à la fin du n° 7 (p. ^ 3 ), voir 
dans une surface le lieu de la famille des courbes décrites parles diffé¬ 
rents points d’une meme ligne, qui, d un instant t a 1 autre, se déplacé 
en se déformant d’une certaine manière. Les coordonnées x, y, J sont 
alors fonction, le long de chaque courbe, de la variable indépendante t y 
mais, d une courbe à l’autre et pour même valeur de t , d’un para¬ 
mètre x, numéro d’ordre, en quelque sorte, des divers points de la 
ligne génératrice; et l’on a, pour représenter la surface, trois équa¬ 
tions de la meme forme x^z/ t (t y a), .v—/j(L *)« *)• ^ es 

positions successives de la ligue génératrice constituent J ailleurs, 
sur la surface, une seconde famille do courbes, qui croisent les pre¬ 
mières et qui ont a pour variable (le long de chaque courbe), t pour 
paramètre. 

Comme les deux relations xrzr/ x (t y cc), >*:=/*(£, a) déterminent / 
et a en fonction de x et dey, et que, par suite, z ou f z (t y *) devient 
une fonction composée de .r et de y par l'intermédiaire de t et de a, 
on exprimerait aisément les dérivées en x et y de t y a et, par suite, - 3 , 
au moyen des dérivées immédïalem ?nt évaluables de f\* f% cl f Zy ou 




formes diverse* or tfcurt équation. 2 ** 

,r, y et z f en t et x. Enfin, la substitution, clans l'équation précédente 
11 >, des valeur» ainsi trouvées pour les dérivées p et 7 de z par rap¬ 
port à x et à y y donnerait l'équation du plan tangent. 

Mais celle-ci, qu'on peut toujours écrire provisoirement, avec trois 
coefficients indéterminés A, B, C, 

, 5 ) A i -r 1 — x } -r- B (vi --y ) ~ O* z\ — z \ — o, 

s’obtient d'une manière moins abstraite, en observant que le plan 

tancent en (./\r, 5) contient la tangente au\ deux courbes x ~r <*on%t. 

et I = consl. qu'on y mènerait, ou bien, pour chacune, un élément 

(l$* avant ses projections oblique* dj\ dr, dz exprimées ie>pocti\<î— 

, . , fh.t\v.zi - di.f'V.Z 1 . 

ment, sous forme abrogée, par--— dt et par - ^ - dz. « U\ 

peut donc, dans (5), substituer à — :r\ y'j— Y* z j— Z ce> deux sys¬ 
tèmes de valeurs de dx, r/v, dz\ ce qui, après suppression du facteur 
commun dt ou </x, donne les deux relations 


»£-*î-- c *. 


dr n rfy dz 

A -j— b ; — <- > - o. 

^ */x C7X 


Et il en résulte pour A, B, C les trois valeurs proportion ne lies, à 
substituer dans ( 5 b 

; dy riz ^ dz dy 

l ' dt ci z dt d A 

1 <7s #7^ rf.r riz 

1 ~ ) 1\ c// c/a <7/ c/a ' 


«7.r C'A’ c/r c/.r 

“ lit dx dt dz 


Grâce à ces valeurs, le plan exprimé par l’équation ( 3 ) contiendra 
bien la tangente en (x, y, s) à toute courbe y passant sur la surface, 
ou, ce qui revient au même, l'élément ds obtenu en y taisant croître 
t et a de quantités infiniment petites quelconques dt et dx. Car les 
projections obliques, dæ , dv, dz , de ds sur les axes seront exprimées 


d(r. v, z\ . dix, y, z t 


i )ar ~ dt 


c// -i 


r/x; et, mises dans ( 5 ) à la place de 


j. _, r v r - _ elles vérifieront identiquement cette équation 
vu les valeurs de A, B, C ou les relations ((> ). 


17i*. —. Coup d'œil sur les points singuliers des surfaces courbes: 
points isolés et points coniques. 

(Comblements, p. .mj* ). 
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173, _ pians tangents passant par lia point donné on parallèles à une 

droite donnée. 

Supposons qu'on demande de mener à une surface, dont ï équation 
connue est de la forme F (.r. r, si - c, tes plans tangents passant par 
un point donné A(jp„ v It ou tels, que les coordonnée- r,, -i 
de ce point satisfassent à la relation (a) [p. soi]. Il faudra exprimer 
que les points de contact M(.r, y, z) vérifient : l'équation F : ede 
la surface; la relation (a), oit l'on aura mis pour ,r f » v,,Sjles 
coordonnées du point donné A, et dans laquelle les inconnues ou les 
variables seront par suite *, y, Cette relation devenant alors, c'est- 
à-dire avec u\ y > v pour coordonnées courantes, 1 équation d une cer¬ 
taine surface, le lieu des points cherchés (x f y> z) sera la courbe 
MPC) d'intersection de cette surface et de la proposée F =z c : on l'ap¬ 
pelle la courbe de contact. 

S'il s'agit, par exemple, d'une surface du second degré, I équation 
(a), devenue (4) [p. *5*]. sera du premier degré en æ.v, z et repré¬ 
sentera alors un certain plan dont l'intersection par la surface ( 3 ) don¬ 
nera une simple conique pour courbe de contact. Ce plan de contact 
est appelé plan polaire du point A, par rapport à la surface du second 

Fig. fo. 

zt 
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degré F=r.c; et le point A(.r I# y„ S|)esl dit lui-méme le pMc du 
plan. Les plans polaires et les pôles, de même que les droites analogues 
(ou polaires) et les points analogues dans les courbes du second degre, 
jouissent de belles propriétés, tenant, d'une part, a ce que /> ^ lîl 
jr u y v entrent de la même manière ou peuvent échanger leurs 
rôles dans (4>> d'autre part, à ce que cette équation (4) devient 
eclle-même, (3), de la surface quand on y prend x x > )\ et z x égaux à 
jr, v et v. 


> 
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Mais revenons au cas d'une surface quelconque et menons dans les 
plans tangents, à partir de leurs points de contact M(je i y, s), les 
tangentes MA aboutissant au point À. Le plan de deux consécutives. 
AM el AN par exemple, de ces tangentes, contiendra outre MA, a 
partir de M, la corde infiniment petite \!N assimilable évidemment 
à une tangente; et, par suit»?, ces deux droites MA, M\. de direcliuii» 
sensiblement différentes (même à la limite où la longueur _\î\ s'an¬ 
nule), ne cesseront pas de le déterminer, à cette limite où il se trou¬ 
vera mené ainsi suivant deux tangentes distincte* émanée* de M et 
deviendra le plan langent en M à la surface. Ou peut donc regarder 
AMN\ et, de même, le {dan analogue précédent ADM, etc,, comme 
respectivement tangents à la surface en M, 1 ). etc.; de sorte que le* 
tangentes AM, AN, .. - sont, à la limite, les intersections successive* 
des plans tangents proposé*. 

En conséquence, et par analogie avec le lieu des intersections suc¬ 
cessives d une famille de courbes, lieu qui est une ligne appelée enve¬ 
loppe de la famille, le cane AMPQ formé par les tangentes émanées 
de A sera dît Venveloppe de la famille des plans tangents conduits à 
la surface par le point A* Et comme ces mêmes plans, menés dans le 
cène suivant deux génératrices consécutives, AM et AN, ou AU et 
AM, etc., lui sont évidemment tangents, on peut dire que le cône est 
circonscrit à la surface F c, Si Ton appelle X, Y, Z le* coordonnée* 
d'un quelconque, K, de ses points, situé sur la génératrice joignant le 
point fixe (,rj, j* t , au point de contact mobile (X, y, 5), le* équa- 

X ri Y — Vi __ Z --5, 

/•, r 


lions de cette génératrice seront 


où l’on 


x — x, r — # i*i z - Zi 
pourra se représenter v, z remplacés par leurs valeurs en fonction de 
x tirées des deux équations de la courbe de contact. Et l'élimination 
de x entre ces deux équations cle la génératrice, oti de x, y, z entre 
elles et celles de la courbe de contact, donnera enfin, en X, Y et Z, 
l'équation du cène circonscrit à partir du sommet A. 

Si, par exemple, ce point A est un fover lumineux et que la surface 
F c soit celle d'un corps opaque, portant ombre derrière lui, le 
prolongement du cène au delà de la courbe de contact séparera les 
parties éclairées de l'espace d'avec celles qui ne léseront pas; de sorti* 
que, sur le corps opaque lui-même, la courbe de contact en opérera 
la démarcation* Aussi fa-t-on désignée par le nom rie ligne d'ombre. 
Quand le point A s'éloigne à l'infini le long d'une limite donnée t>\ 
émanée de l'origine, Xj, >' t , z x grandissent en conservant leurs rap¬ 
ports, et féquation (a), qu'on peut concevoir divisée par une quantité 

de l'ordre de -r -r- vf, se réduit finalement, dans son premier 
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membre, &tix trois tcntits comparables «t ce radical» hile est floue 
alors 

dV f/l* . </l* 

l i cU ^ 1 </K V| f/5 


<>♦ 


Les filet h* titubent* ihouis par .V deviennent parallèle* a la droite 
donnée Ü\ et leur enveloppe circonscrite à In surface, lieu des tan- 
«rentes maintenant parallèles à cette droite, nVsl plus un cône, mais 
ttn cylindre (ou surface à génératrices rectilignes et parallèles). 

Dans le cas de la surface du second degré représentée par ( 3 ) 
fl», .^y* ] f la courbe de contact sera son interjection suivant le plan 

'D Ü ... y ' y T*. 1 .!! o, oui i>n*se au contre (,ro, >' — o, z ~ o i de 
ABC * 1 1 * 

la surface. Celte équation indique qu’il est le plan diamétral conjugué 
è la direction de OA. ou coupant en leurs milieux les cordes parallèles 
à OA. On aurait pu le prévoir; car, dans les tangentes comme MA, 
le point de contact \f est le milieu d'une corde infiniment petite de 
meme direction, en sorte que la courbe de contact fera partie du 
plan diamétral comprenant le* milieux de toutes les cordes parallèles 

à OA. 

170. — Contour apparent d’une surface. 

Un cas particulier du dernier problème mérite un examen spécial: 
c'est celui où Ion veut mener à la surface F(.r, v, 5) * t* les plans 
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tangents ou les tangentes, parallèles à l’axe des 5. ht la raison de son 
importance est que le cvlindrc circonscrit enveloppe de ces plans ou 
lieu de ces tangentes sert de limite à l’ensemble des ordonnées 5 de 
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la surface. Ert effet, lorsque les pieds, sur fe plan des xy> de ces or¬ 
données z y menées à partir des divers points de la surface ou seulement 
de Tune de ses nappes, ne couvrent pas tout le plan des ,rv, mais sont 
limités par une certaine courbe M'N'P'Q', projection d’une ligne au 
moins MNPQ de la surface, c’est (vu la continuité démontrée des 
surfaces dont il s’agit) que deux parties de la surface, à ordonnées ^ 
plus petites pour l’une et plus grandes pour l’autre, viennent se souder 
suivant cette ligne MNPQ, en présentant dans le voisinage deux or¬ 
données ^ très peu différentes pour un même point (x t y) du plan 
xOyî et le cylindre limite MNPQQ'M'YP' est bien un lieudefcm- 
gentes parallèles à Taxe O z. 

On a surtout à considérer son intersection HFYP’Q’ par le plan 
des xry lieu des pieds des ordonnées extrêmes z de la surface. On 
l’appelle le contour apparent de celle-ci, parce qu’elle limiterait évi¬ 
demment la surface pour un observateur situé à l’infini sur l'axe des z 
et qui, sur le plan des æy comme tableau , verrait se projeter les points 
de la surface aux pieds mêmes de leurs ordonnées z . Pour obtenir son 
équation, il suffit d'observer qu’il y a sur le plan des xy, infiniment 
près de chacun de ses points, tel que M', des points (.r, y) d’où partent 
deux ordonnées z et z 4- dz infiniment peu différentes, donnant en 
conséquence, outre F(,r, y y z) ■= c, F (x, y, z H- dz) “ c et par suite 

z ±d z)^V(r 1 yy_z) _ c’est-à-dire^” 0 * On n’aura 
dz dz 

donc qu'à éliminer z entre les deux relations 


(10) 


F* ( x y y y z )c * 


dŸ(XyyyZ) 

. dz ~ 


-- O. 


Par exemple, dans le cas de la surface du second degré ( 3 ) [p. 262], 
la seconde relation (10) donne simplement 5 = 0, cl le contour appa¬ 
rent est la section plane faite dans la surface par le plan des xy. 


177*. — Problème général des ombres; développable circonscrite 

à deux surfaces. 

(compléments p. 331*), 


178 *. — Détermination d’une surface par l’ensemble de ses plans tan 
gents; onde de Fresnel; idée des surfaces enveloppes en général. 

(Compléments, p. 334*). 


179*. — De la normale à une surface. 

L’interprétation géométrique des paramètres différentiels du pre¬ 
mier ordre nous a fourni (dans le Fascicule II, p. 59*) l’occasion 
B. — I. Partie élémentaire . , 7 * 




3 >8 f>o pâce a cornues : normale rt pkntp.; 

d'étudier la normale à une famille de surface» et d’évaluer ses cosinus 
directeurs. C*est pourquoi je me bornerai actuellement au cas d’une 
simple surface, représentée, en coordonnées rectangulaires, par une 
relation de la forme z~f(x y yu L'équation (i) [p. aoi] du plan 
tangent y revenant à 

— x) — q (>i -y)-* - ( *i — * ) =- «i 

oii p et q désignent les deux dérivées partielles de a ~/{x t y) en x 
et en r, toute perpendiculaire à ce plan aura, d’après un raisonne¬ 
ment répété déjà plusieurs fois, ses cosinus directeurs proportionnels 
aux coefficients —/>,—</, i de x l — x, y t —y, z t — 3. Par suite, si 
l'on appelle maintenant x u y u z { les coordonnées courantes non plus 
du plan, mais de la normale, qui est, parmi ces perpendiculaires, celle 
qui part du point (x, y y j) de contact, ses deux équations seront, 
encore d’après un autre raisonnement plusieurs fois reproduit, 

“1Z” = —— ^ > ou bien, par la comparaison de chacun des 

deux premiers rapport au troisième, 


<*3> 


X l — X— p{Z \— Z) 


Z)^G. 


Nous conviendrons de la mener, à partir du point (x } y, z) } du 
côté qui fait avec les z positifs un angle aigu, en sorte que le troisième 
cosinus directeur soit positif; et nous désignerons alors par st, p, y ses 
trois angles avec les parties positives des axes, ou par cosat, cosp, cosy 


cosx 


les trois cosinus directeurs dont il s'agit. Aux rapports égaux > 

P 

, S 2 ÏJ ., dont le troisième est pris ainsi positif, nous en adjoindrons 

un quatrième, en ajoutant terme à terme leurs carrés, puis extrayant 
du résultat la racine carrée positive; et leur égalité à ce quatrième 
rapport nous donnera, pour les trois cosinus directeurs cherchés de la 
normale, les valeurs 


(aj) cos a 


✓ ?*-+-1 


Q — q I 

COS 3 = -r — .... --> COS y = - --« 

^P 1 •+* <y*H~ ! V/>*•+* î*" 1 ' 1 


L’angle y fait par la normale avec Taxe des s aura une importance 
particulière, si du moins on a pris le plan des xy horizontal ; car il 
vaudra évidemment l'angle du plan tangent avec le plan horizontal, 
et sa tangente trigonometrique mesurera la pente de la surface en 

(j?, y y z). La formule connue tangy = t/^T7 donnera pour cette 
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pente, en substituant, d'après la troisième (»4)> />* --'/ s -r -1 à f in verso 
rie cos 2 '». 

f a 5) t»n??Y <y*, 

C*e«l bien l'expression que nous avions déjà obtenue, au n rt V6' 
(p* 6 **)> en interprétant le paramètre différentiel A* de la fonction 
rie point 5 f(x x y). 

180*. — Lignes de niveau et lignes de pente ; leur forme dans le voisinage 
d’un fond, d'un sommet, ou d’un col ordinaires. 

(Compléments, p. a***)*). 

18|*. — Autre exemple, où les lignes de niveau et de pente sont circu¬ 
laires en projection horizontale. 

(Compléments, p, 

182*. — Variations de la déclivité le long des lignes de niveau 

d'une surface. 

(Compléments, p. a35*‘j. 

183*. — Lignes des déclivités maxima et minima d’une surface ; 

leurs propriétés. 

(Compléments, p, r3~*). 

18 i*. — Équation finie de ces lignes. 

(Compléments, p. »38*)» 

185*. — Application des théories précédentes à la surface terrestre: 

thalwegs, faîtes, bassins, etc. 

(Compléments, p, a^o* )• 



DIX-NEUVIÈME LEÇON. 


COUUHUK DES SLHI ACES. 


IM*. — Des formes «m'affecte, en général, une surface, aux environs 
d'un de ses points; paraboloïde de contact» 

(Compléments, p, j i \*). 


187*. — Des deux plans normaux principaux d’une surface, et de ses 
deux sections principales, en un quelconque de ses points» 

(Compléments, p. iV>*). 


188 ', — Propriété caractéristique des sections principales : ombilics» 

(Compléments, p. *5;*;. 

189*. —* Courbures principales de la surface au point considéré; courbure 
moyenne et courbure essentielle ou permanente. 

(Compléments, p. ï fo* >. 

199*. — Détermination de la forme d’une surface aux environs d’un 
point, en fonction des deux rayons principaux de courbure relatifs à 
ce point, 

(Compléments, p. ru*}. 


191*. — Surfaces à courbures de même sens et surfaces à courbures 

opposées; indicatrice. 

(Compléments, p. 35t*). 

192*. — Courbure des lignes tracées sur une surface; théorèmes d’Euler 

et de Meusnier. 

(Compléments, p. rwf). 


193*. - Formule générale de cette courbure. 
(Compléments, p. 3 j 8 *), 


COURBURE !>E8 SURFACES» *0, 

toi*. — Calcul des directions et courbures principales, de la courbure 

moyenne et de la courbure permanente, pour les divers points d'une 
surface. 

(Compléments, p. »%*). 

iOi»*. — Caractères analytiques et détermination des 

d’nne surface. 

(Compléments, p. afa*}. 

196*. — Calcul des directions asymptotiques pour les divers points 

d'une surface, 

(Compléments, p. aOj*;. 



VINGTIÈME 



t 


* LIGNES DE COURBURE ET LIGNES ASYMPTOTIQUES. * SYSTÈMES 
TRIPLES ORTHOGONAUX DE SURFACES ET TRANSFORMATIONS PAR 
R AVONS VECTEURS RKCIPROOt.ES. ‘NOTIONS SLR LA DÉFORMATION 
DES SURFACES ET SLR LES SURFACES APPLICABLES. * LIGNES 
GÈODÉSIQLES. 


197*. — Des lignes de conrbnre, dans nne surface quelconque. 

(Compléments, p. atîti*). 


198*. — Des lignes asymptotiques, dans les surfaces à courbures 

opposées. 

(Compléments, p. afW*). 

199* 1 . — Théorème de Charles Dupin, sur les lignes de courbure d'un 
système triple orthogonal de surfaces. 

( Compléments, p. 270* ). 


2üü*. — Toute surface, mais non toute famille de surfaces, fait partie 

d'un système triple orthogonal. 

(Compléments, p. 373*). 


201*. - Tonte surface appartient môme à nne infinité de systèmes triples 
orthogonaux ; transformations stéréographiques ou par rayons vecteurs 
réciproques. 

(Compléments, p, 275*). 


202*. —- Propriétés de la transformation stéréographique 
appliquée aux fonctions de point. 

(Compléments, p. 279*). 

203*. — Système triple orthogonal formé par les surfaces du second degré 

homofocal88. 

(Compléments, p. a8/|*). 


201*. — Lignes de conrbnre des surfaces du second degré. 

(Compléments, p. 
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205*. — Des coordonnées elliptiques et, en général, des coordonnées 

curvilignes. 

(Compléments, p. 287*). 

206*. — Problème de la déformation des surfaces; calcul des dilatations 
linéaires éprouvées par une petite partie d'une surface que l'on 
déforme. 

(Compléments, p. 390*). 

207*. — Surfaces applicables : condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une petite partie de surface soit applicable sur une surface donnée. 

(Compléments, p. 290*). 

208*. — Des surfaces applicables sur un plan, ou développables, et, plus 
généralement, des surfaces réglées, ainsi que de la génération des 
surfaces courbes par des lignes dites caractéristiques. 

(Compléments, p. 399*}. 

209*. — Des lignes géodésiques d'une surface; propriété de leurs plans 

oscillateurs. 

(Compléments, p. 3 o^* 

210*. — Application aux surfaces développables; rayon de courbure 

des hélices. 

( Compléments, p. 307* ). 

211*. — Raison de la dénomination des lignes géodésiques; courbure 

géodésique des lignes d'une surface. 

(Compléments, p. 3 og*). 

212*4 — Autres propriétés générales des lignes géodésiques; 

cercles géodésiques. 

(Compléments, p. 3 io*). 

FIN DK LA PARTIE ÉLÉMENTAIRE DU TOME I. 
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